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摘 要 

近二三十年，机器学习中最活跃的研究方向之一是开发实用的贝叶斯方法来

解决“学习”问题。高斯过程在机器学习领域的应用展现出了一种最重要的贝叶

斯机器学习方法，即它是基于给定函数空间上先验分布的有效办法。同样，作为

核方法，高斯过程为机器学习提供了一个有依据的、实用的、概率性的框架。长

期的理论与应用的发展使高斯过程在解释性方面具有优势，并为学习和模型选择

提供了一个有依据的框架，最终使得高斯过程模型在监督学习方面占据重要的地

位。 

然而完整的高斯过程模型最突出的弱点在于其难以应用于大数据。给定包含

n 个样本的数据集，标准的高斯过程模型在训练过程中的时间复杂度为  3n ，

因为需要对 n n 的协方差矩阵求逆、求行列式；在预测过程中需要花费  2n ，

因为使用矩阵向量乘法去加速该过程。该弱点局限了标准的高斯过程模型难以应

用于数据量大小为  410 的数据集。 

高斯过程模型在大数据集上的拓展形式是长久的需求，无论是基于模型本身

的限制，还是大数据时代的背景。然而，由于该方向的研究在高斯过程模型被广

泛应用以来一直是热门的领域，故本文在总结主流的拓展方法之后，一是基于聚

合模型的框架提出双层的在大数据集上可保持一致性的高斯过程回归模型，二是

基于分布式异方差稀疏高斯过程模型，研究如何添加诱导点使得近似模型能够保

持原模型的精度。其中，一致性理论来源于高斯过程回归模型与克里金插值法的

联系，并且高斯过程模型与其他模型的联系(如神经网络)揭露了高斯过程模型一

些有趣的性质。 

本文的实验基于玩具数据集及大量的现实数据集，在多方面评价改进模型的

提升效果。实验结果显示：一为双层聚合模型在大数据上能够保持预测的一致性，

在聚合模型类中保持最优的预测精度；二为模型添加诱导点的方法能够还原完整

模型的预测能力。 

 

关键词：高斯过程回归，大数据，稀疏近似，多层模型，专家模型
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ABSTRACT 

In the past two to three decades, one of the most active research directions in 

machine learning has been the development of practical Bayesian methods to solve 

"learning" problems. The application of Gaussian process in machine learning shows 

one of the most important Bayesian machine learning methods, which is an effective 

method based on the given prior distribution over a function space. Similarly, as a 

kernel method, the Gaussian process provides a principled, practical, and probabilistic 

framework for machine learning.  The long-term development of theory and 

application has given the Gaussian process an advantage in terms of interpretability, 

and has provided a basis for learning and model selection. Finally, the Gaussian 

process model occupies an important position in supervised learning. 

However, the most prominent weakness of the full Gaussian process model is 

that it is difficult to apply to big data. Given a data set containing n samples, the time 

complexity of the full Gaussian process model in the training process is  3n  

because the n n  covariance matrix needs to be inverted and the determinant is 

calculated; it needs to be spent  2n  in prediction because the matrix vector 

multiply is used to speed up the process. This weakness restricts the full Gaussian 

process model for data sets with  410  samples. 

The expansion of the Gaussian process model on large data sets is a long-term 

demand, whether it is based on the limitations of the model itself or the background of 

the big data era. However, because the research in this direction has been a hot field 

since the Gaussian process model is widely used, this article summarizes the 

mainstream expansion methods. First, we based on the aggregation model proposes a 

two-layer framework that can maintain consistency on large data sets. Gaussian 

process model. Second, based on the distributed heteroscedasticity sparse Gaussian 

process model, we study how to add inducing points so that the approximate model 

can maintain the accuracy of the original model. Among them, the consistency theory 

comes from the connection between the Gaussian process model and the Kriging 

method, and the connection between the Gaussian process model and other models 

(e.g., neural networks) reveals some interesting properties of the Gaussian process 

model. 
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The experiment in this paper is based on toy data sets and a large number of real 

data sets, and evaluates the improvement effect of the improved model in many 

aspects.  The experimental results show that: a two-layer aggregation model can 

maintain the consistency of prediction on big data, and maintain the best prediction 

accuracy in the aggregation model category; second, the method of adding induction 

points to the model can restore the prediction ability of the complete model. 

 

Keywords: Gaussian process regression, big data, sparse approximation, 

hierarchical model, mixture of experts 
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1 绪论 

1.1 研究背景与意义 

1.1.1 基于自然科学史的研究背景 

“回归”（Regression）在统计学上是变量分布向平均值趋近的意思，回归的

现象最初由高尔顿（Francis Galton）和皮尔逊（Karl Pearson）于 1886 年《身高

遗传向平均回归》一文中正式记录，描述身高低于父辈平均水平的父亲其儿子身

高大多超过父亲，而身高高于父辈平均水平的父亲其儿子身高大多矮于父亲，即

儿子的身高有向父辈平均身高回归的趋势[1]。其中，儿子的平均身高（约 69 英

寸）大于父辈的平均身高（约 68 英寸），说明该部分是由环境等影响导致遗传物

质变化的部分，回归现象则说明除前部分外的身高参差不是由遗传造成的，体现

为儿子身高与父亲身高的联合分布分别对于儿子身高与父亲身高的两个条件分

布是相同的，结合父亲高其儿子普遍高的现象，则可以体现联合分布的协方差不

为 0，在二维图中可体现为散点围绕直线（回归方程）呈椭圆形特征。由上可知，

回归现象并不依赖于回归方程来体现，而主要和遗传本身相关。换作大麦麦芒长

度的例子[2]，得到一片麦穗地上全部麦穗的统计数据，如图 1.1 所示。图中横轴

是麦芒的长度，纵轴表示频数。现挑选一组麦芒长度明显超过平均值的麦穗（黑

色表示）培育后代，并同样作一张新的统计图。达尔文可能会预测，统计曲线应

该整体右移，或者说麦芒的平均长度会增加。但实际情况并没有出现预料中的情

况，而和第一次作出的图完全相同，即使选择麦芒特别短的麦穗作种子，情况也

没有不同。选种没有产生影响，作图的相同说明这些广泛存在的微小连续变异1无

法遗传，表现出了回归的现象。 

 
图 1.1  纯种大麦麦芒长度统计图

[2]
 

                                                              
1与微小的连续的不可遗传的变异相对应的是不连续的“跃迁式”的可遗传的突变，比如说突变使得麦穗根

本没有麦芒，并且可以通过培育使得后代都呈现无芒的特性。 
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包含少量原子（1000 个左右）的基因却能表现出近乎奇迹的稳定性，从统

计学角度可以得到什么样的启发[2]？使用哈布斯堡王朝（Habsburg Dynasty）的

例子，其中的王室成员长着一种特别难看的下嘴唇，令人惊奇的是，通过 16 世

纪至 19 世纪的王室后裔肖像，可以发现这种决定异常特征的基因物质结构每次

都非常精确地被复制了。这种惊人的精确性，从统计角度反推，可以猜想基因的

结构具有高度的稳定性，只有可能是分子。进一步，生命有机体的生命过程也充

满着统计的思想。用熵作为系统有序或无序的度量，生命体在大体上遵循着以从

无序到有序的统计学趋势为基础的普通物理定律，其中，熵越大表示系统越无序。

然而，有机体在生命周期内长期呈现出的有序性与规律性，暗示着生命体通过“负

熵”避免了快速衰败至惰性的平衡态。更有趣的是，有序性从何而来？薛定谔

（Erwin Schrödinger）将普朗克（Max Planck）的动力学和统计学的规律分别称

为“从有序到有序”和“从无序到有序”。前者的模型为诸如行星或时钟等宏观

机械运动，而后者则体现为微观方面无序的、难以预测的微粒相互作用，在宏观

方面呈现出有序的现象。简单地，用扩散现象作为例子，将紫红色的高锰酸钾加

入水中，其独立的分子进行布朗运动的同时也与其他分子碰撞，而从视觉方面则

可以观察到溶质从高浓度向低浓度的有序的扩散过程，直至均匀分布在水中。在

这个微观充满动力学思想的系统中引入概率，并不是将概率作为一种近似的方法，

而是当作一种解释的原则，用概率来证明，假设一个系统是由大量粒子组成的，

因而概率是适用的，那么系统可能会显示出一种“新型”的行为。 

以动力学为基础的机械论倾向于强调稳定、有序、均匀和平衡，它最关心的

是封闭系统与线性关系，输入的小幅度的改变也总是对结果产生小幅度的影响。

普里戈金（Ilya Prigogine）则将目光转向了另一个方面：不稳定、无序、非均衡、

非线性关系及对时间的高度敏感性[3]。他认为，有序和组织可以通过一个“自组

织”的过程从无序和热混沌中“自发的产生出来”。在这个过程中，必然性与偶

然性并非是不可协调而相互对立之物，而是在“命运”中各司其职的伙伴关系。

简而言之，在稳定的系统中，必然的决定论过程起着主导的作用，犹如子辈身高

向父辈身高均值回归的现象，而系统到了不稳定的“分岔”路口时，通常意义下

的著名的大数定律被打破了，一个小小的噪声或者说是涨落都可能引起宏观系统

的剧烈变化。特别地，对于时间的高度敏感性—不可逆性2—可能是有序的源泉，

其在统计学上的描述则可以看作是熵增的定律，或者说是不确定性随着时间的流

逝而增加的现象。在这其中，对于稳定系统而言，波尔兹曼（Ludwig Boltzmann）

解释道，概率可以恰当地解释系统对一切初始复杂分布的遗忘，由系统到无序的

演化，体现了宏观系统的无序与微观粒子随机运动的统一性。但在远离平衡态的

                                                              
2第一次对不可逆过程的定量描述可以追溯到傅里叶（Jean Fourier）的热传播定律。 
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条件下，上述概率的概念则不再成立，即不存在任何普适的定律使得我们能在此

条件下推演出系统的“总体”行为。对比稳定系统中的大数定律，其可以清楚地

区分均值与噪声，非平衡系统中则可能不同，噪声此时可能不是充当修正均值的

角色，而是改变了这些均值。悲观地看，这个基本的概率定理失效了，但换一个

角度感受，噪声或者说随机性在宏观层面上仍是主要的。最后，再次引用“分岔”

模型，一个个近乎于连续的分岔构成了一个不可逆的演化过程，在每个分岔中的

系统，随机性的主导性可以举例为其中一个个体、一种新的思想或行为都能改变

全局的宏观状态。 

1.1.2 基于人工智能史的研究背景 

随着世界上第一台通用计算机于 1946 年在美国诞生，以及图灵（Alan Turing）

于 1950 年发表文章《计算机与智能》（Computing Machinery and Intelligence）提

出“图灵测试”，“人工智能”（Artificial Intelligence，AI）被公认为缘起 1956 年

达特茅斯会议（Dartmouth Conference）[4]。弱 AI（Artificial Narrow Intelligence）

随着符号派/逻辑派与统计派/神经网络派两大派系之间的斗争，先后主要经历了

基于逻辑的数学定理自动证明的第一次浪潮，基于逻辑与知识的专家系统的第二

次浪潮，从存储知识到学习知识的机器学习（Machine Learning）的第三次浪潮。

其中，机器学习的定义为一组能够自动从数据中学习知识与模式，并将其应用于

预测或是进行决策的方法[5]。模式识别（Pattern Recognition）中一个重要的概念

为不确定性，它的出现主要是因为噪声、有限的数据集或时间的推移。基于概率

的统计学习（Statistical Learning）则为不确定性的量化与处理提供了一个一致、

完备的框架[6]。特征提取（Feature Extraction）也是一个广泛应用统计理论的领

域，旨在运用简洁但重要的参数或特征去发现数据中蕴含的“知识”[7]。然而，

“没有免费午餐”（No-Free-Lunch）定理陈诉了不存在“全能”的学习器（Universal 

Leaner）的事实，即每种学习器都存在着各自所擅长的任务，使得机器学习的“自

动”性大打折扣。不幸中的万幸，归纳偏置（Inductive Bias）或者说先验知识（Prior 

Knowledge）的引入使得学习器能在一定程度上避免可预见的“失败”[8]。贝叶

斯统计中完备的推断框架包含了先验部分，暗示了基于贝叶斯统计的学习器在某

大类任务上的成功。同时，大数据时代背景要求我们自动地从海量、结构化或非

结构化的数据中提取“知识”。“回归”则作为一类重要的机器学习任务，承担了

连续性数据的预测与分析任务，如：股价预测、气温预测等。 

1.1.3 研究意义 

给定由 n个D维输入数据（自变量） x和 1 维输出（因变量） y组成的数据

集  ( , ) | 1, ,i iy i n   x ，回归需要从数据集中归纳出一个函数 : Df  ，
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使得对于一个新的输入 *x ，能够计算出相应的预测值 y，特别地，输入可以由

n D 的设计矩阵（Design Matrix） X表示，对应 1n 的输出 y。这类任务统称

为监督学习（Supervised Learning），本文主要考虑其中的回归任务。许多方法被

提出处理该预测任务，此处主要考虑基于限定偏置（Restriction Bias）和基于优

选偏置（Preference Bias）的方法。前者通常对预测函数 f 作出了限制，对应于

参数模型，如：线性回归、多项式回归。后者则考虑一类可能的函数 f ，并且

不同的函数具有不同的先验概率，对应于贝叶斯（Bayesian）非参数模型。第一

类方法的弊端显而易见，即当输入与输出不满足所限制的函数关系时，预测结果

的可信度会十分低，并且，当增加参数以提升模型能力时，也很容易陷入过拟合

风险。第二类方法同样存在着严重的问题，因为被考虑的函数类可能包含了无数

个函数，那么如何在有限的时间内找到合适的函数？一个答案是，高斯过程

（Gaussian Process）可以被用来缓解这个问题。其中，高斯概率分布用来描述随

机变量的性质，而随机过程则描述了这一类函数的性质。此时，函数则可以被当

作是一串非常长的向量，在一个分量 x上，确定了一个用于预测的函数值 ( )f x 。

通过建立在高斯过程上的推断框架，当我们只关注函数在有限个分量上的性质时，

该推断的结果等效于我们在过程中已经考虑了所有分量但选择性将其他分量忽

略的结果。这便解决了之前的计算性问题，以至于高斯过程回归（Gaussian Process 

Regression，GPR）[9] 相当具有吸引力。 

除了上述最关键的问题以外，高斯过程回归具备着一些鲜明的特征，也在不

同方面体现着特别的吸引力。由于是非参数模型，高斯过程回归有能力拟合任意

连续函数，以至于我们不用担心模型的拟合能力，虽然说这种拟合能力同样被先

验所限制着。并且，高斯过程回归的推断过程完全基于完备的贝叶斯理论，具有

坚实的理论基础。描述地说，该推断框架即我们先验地考虑一大类可能的随机函

数，而随着一个个数据点被观察到时，我们逐渐拒绝其中不符合数据的那一部分

函数。也就是说，预测的不确定性（Uncertainty）也被模型考虑其中。这种不确

定性的度量由高斯过程中的方差（Variance）或者说二阶矩（Moment）来体现，

而预测从一阶矩向二阶矩甚至高阶矩拓展的过程，是为了更加精确地获取与描述

所研究变量分布的必然结果，当然，现实应用中所使用的信息为精度与简单性权

衡后的结果。特别地，就算身处于大数据时代，当对于研究问题加以限制时，很

有可能出现可用的数据相对很少的情况[5]。并且根据多领域的经验，数据分布会

经常显示出一种“长尾（Long-Tailed）”的特征，即那些小概率出现的数据更加

重要，举个例子，在搜索引擎上进行搜索时，我们会倾向于使用特定的名词来获

取我们想要的信息，而不是大量出现的“的”或者“和”。使用二阶矩信息的模

型则在一定程度上考虑了这种问题。图 1.2 则描述了 GPR 简单的推断过程。 
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1.2.2 创新点 

本文的创新点可简记如下： 

1. 主要总结了 GPR 与 Kriging 模型和神经网络模型的联系； 

2. 总结了 GPR 在大数据方面的拓展形式，与 Liu 等（2019）[50]相比，分类

更加全面，增加了如全局近似中变分法的细节； 

3. 结合了聚合模型中 GPoE[116]注重全局的能力及 GRBCM[120]捕捉局部信息

且能保持一致预测的能力，导出了双层聚合模型 GPoGRBCM[147]，其在大数据集

上的预测能力更优； 

4. 基于 DVSHGP 模型[70]，将同方差 GPR 的收敛率[140]推广到异方差得出选

择诱导点个数的先验策略，将贪婪 EM 选择诱导点算法[66]与先验策略结合得到

后验策略，可在算法的实际应用中迭代寻找最优的诱导点数。 
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2 高斯过程回归模型与其他模型的联系 

2.1 高斯过程回归简介	

作为一个非参数贝叶斯模型，高斯过程回归假设了高斯先验分布来推断隐函

数（或真实值函数） : Df  ，则该隐函数可由均值函数与协方差函数唯一确

定： 

  ( ) ( ), ( , )f k  x x x x  （2.1） 

其中 ( ) x 是均值函数，通常被设为 0 且不失一般性5； ( , )k   为核函数，不同的核

函数使模型能够捕捉不同的统计特征，如周期性、不变点、可加性、对称性等[25]，

且核函数中的超参数控制着隐函数的具体形状，如函数是快速变化的或是相对平

稳的。于此，本文的实验多使用著名的平方指数核（Squared Exponential，SE）6： 

 
2

2
2

1

( )1
( , ) exp

2

D
i i

f
i i

x x
k

l




    
 
 

x x  （2.2） 

其中  2
1, , ,f Dl l  为该核函数的超参数。 

考虑回归任务 ( ) ( )y f  x x ，其中 2(0, )  是 . . .i i d 噪声，可得似然函数为

2( | ( )) ( ( ), )p y f f  x x 。一般情况，训练标准高斯过程回归模型即是使用训练集

，通过最大化对数边际似然函数来最优化超参数  2= ,   ，其中对数边际似

然函数可以如下表示： 

  2 1 21
log ( | , ) log(2 ) ( ) log )

2 2 nn nn

n
p       y X y K + I y K + I （2.3） 

其中， ( , )nn k X XK 是 n n 的协方差矩阵。此时我们已有训练集，及训练完成

的超参数，给定测试点 x ，则可由 GP 得出后验分布 ( | , , )p f  x  ，其均值与

方差可以如下表示： 

   2 1= ( )T
n nn   

   x k K I y  （2.4） 

  2 2 1= ( )T
n nn nk   

     x k K I k  （2.5） 

其中， ( , )k k   x x ， ( , )n k k X x 。此时 y的后验分布为    2 2( | , )y         x x 。 

2.2 与克里金插值法（Kriging）的联系	

令均值函数为常数并给定相应的高斯先验  ( ) , ( , )f k x x x ，假设真

                                                              
5即模型预测方差不变，预测均值增加了一项均值函数。 
6同高斯核、径向基函数核（RBF Kernel），且使用自动相关确定（Automatic Relevance Determination, ARD）。 
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实值 y的估计值 f 不含噪声时，高斯过程回归模型在单个测试点 x 上的预测均

值与方差分别为： 

 1( ) μ ( μ),n nn y 
   x k K  （2.6） 

 2 1( ) .n nn nk 
    x k K k  （2.7） 

其中， ( , )n k k x X ， ( , )n k k X x ， ( , )nn kK X X ， ( , )k k   x x 。 

相似地，克里金插值法也将观测值（或预测值）y视为高斯过程上的观测值，

为了加以区分，点 x上的观测值记为 ( ) μ ( )Z  x x ，其中 ( ) x 为零均值的随机

过程，其方差函数也使用  ( , ) cov ( ), ( )C Z Z x x x x 加以区分。但克里金法以其

他观测值的线性估计为基础，该估计是最优线性无偏（Best Linear Unbiased 

Estimator，BLUE）的[10]。 

假设是已知的，简单克里金（Simple Kriging）对 y 的估计式如下所示： 

 
1

( )
n

i ii
Z c


 x  （2.8） 

其中  1, , n   和c为参数，通过最小化： 

  2

* 1
( ) ( )

n

i ii
Z Z c


  x x  （2.9） 

可得。此时由最小二乘估计得最优估计参数 

 1
n nn


 c C  （2.10） 

  11 n nnc 
  1c C  （2.11） 

其中 ( , )n C c x X ， ( , )nn CC X X ，1为 1n 维元素全是 1 的向量。因此，简单

克里金的最优估计值为 

  1 1
*( ) 1 μn nn n nnZ   

    1x c C Z c C  （2.12） 

这里的 Z等同于数据中的观测值 y，此时估计的均方误差为 

  2 1
* *( ) ( ) n nn nZ Z c 

     x x c C c  （2.13） 

其中 ( , )c C   x x ， ( , )n C c X x 。对估计式进行变形，可得 

  * 1
( ) μ ( ) μ

n

i ii
Z Z


  x x  （2.14） 

由    *( ) μ ( ) μ 0iZ Z    x x 可知，简单克里金的估计在假设下是无偏的。 

观察高斯过程回归的预测结果（式（2.6）、（2.7））与简单克里金的预测

结果（式（2.12）、（2.13）），可以发现：当核函数 ( , )K   与协方差函数 ( , )C   形

式相同时，两者的预测结果是相等的。特别地，克里金法考虑的是含噪声的观测

值[11]，但这不与高斯过程回归模型中所考虑的无噪声版本相冲突，因为克里金法

中的噪声指的是过程噪声，而高斯过程回归模型中的噪声指的是观测噪声。高斯
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过程回归模型在实际应用的过程中，其均值函数   x 经常被先验地令为零，有

部分原因是为了保持模型的简洁，因为由预测结果看，均值函数对模型预测的影

响只停留于均值上，即其对方差或者说不确定性的度量毫无作用7。但是，当考

虑到模型训练过程时，结果可能就会变得不一样，因为训练模型时，使用常均值

或将其强制令为零会导致不同的训练结果，如核函数的超参数不同。一种方式

为对数据进行标准化。此外，为了增加模型的拟合或解释能力，一个更加复杂的

均值函数 ( ) x 是值得考虑的，只是在实际应用中存在着难以确定均值函数具体

形式的问题。学习克里金法对观测值的分解，那么考虑这么一个高斯过程8 

( ) ( ) ( )g f  x x h x   （2.15） 

可以使均值函数的确定性问题得到简化，其中  ( ) 0, ( , )f k x x x ， ( )h x 为一

组基函数的集合，  为额外从数据中确定的参数，且其先验可以假设为

~ ( , )B b 。此外，克里金法也与其他许多模型有着“异曲同工”的联系，如：

维纳-柯尔莫可洛夫滤波器（Wiener Kolmogorov Filter）9；由再生核希尔伯特空

间（Reproducing Kernel Hilbert Space，RKHS）与随机过程的对偶性导出的克里

金法与 RKHS 上样条插值的等价性[13]；并且在某些条件下，克里金法可以退化

为薄片样条法（Thin-Plate Spline）[13]。 

克里金法与高斯过程回归结果的等价性来源于希尔伯特空间上的投影理论

（The Projection Theorem）[15]，即 L2 空间上使用条件期望预测等价于最小化均

方误差估计10[16]。根据投影（Projection）的定义，克里金最优预测值 *( )Z  x 为随

机过程 *( )Z x 在由 ( )iZ x 张成的空间  ( ), 1, ,ispan Z i n x 上的正交投影。考虑高

斯过程回归，根据条件期望的定义，预测值  ( ) |f   x 同样为概率空间上

的随机变量 f在子空间 2 ( , , )   上的正交投影，其中为由 1, , nf f 生成的

代数（  algebra），  i if f x 。 

当 ( ) x 不为常数时，高斯过程回归则与克里金法的预测结果不同。高斯过

程回归中，依据条件概率得到的后验结果，均值函数仅从常数变为关于 x的函数，

而基于均值函数为常数假设的简单克里金与普通克里金并不能直接对该问题建

模。一般地，采用泛克里金（Universal Kriging）的方法，将均值函数表示为一组基

函数的线性组合（等同于式（2.15）），此时，预测与已知 ( ) x 函数形式的高斯

过程回归预测结果不一致[10]。 

克里金法估计 ( ) x 用来预测 x 上的预测值，而维纳滤波器则过滤掉过程噪

声 ( ) x 使得序列显示出原有的趋势 ( ) x 。相比于克里金插值法，只考虑单个位

                                                              
7  Kriging 版本见 Chiles 和 Delfiner（2012）[12]。 
8拓展内容可见 Rasmussen 和 Williams（2006）[9]的第 2.7 章，并且该形式与泛克里金相同。 
9克里金中滤波或平滑的部分可参考 Chiles 和 Delfiner（2012）[12]。 
10条件期望的最优估计性对应其他损失函数的情况可参考 Banerjee 等（2005）[18]。 
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置 x上的单个观测值，高斯过程回归则在此基础上，考虑多个观测值，使得其在

插值法的基础上，可以估计出观测值的观测噪声。同样地，当克里金包含观测噪

声时，回归克里金（Regressing Kriging）与高斯过程回归等价[19]。一般地，克里

金法是为了处理那些不可重复观测的、单次测量需要花费大量资源的数据而提出

的，因而在应用中普遍地做法为假设均值 ( ) x 未知，进而使用基于数据估计均

值的普通克里金法。但是当数据量非常大时，使用基于已知均值假设的简单克里

金法或说高斯过程回归则是合理的，如观测是基于时空的动态过程，或在截面时

刻有大量不同位置的观测数据[12]。特别地，鉴于高斯过程回归与克里金法的应

用领域不同，两者对协方差函数的处理也略有不同。在实际应用中，克里金法发

展了估计变异函数（Variogram） ( ) 0.5 ar[ ( ) ( )]h Z x h Z x    的方法，用来度量

空间中不同点的基于距离的相关性。而高斯过程回归则致力于在复杂的参数空间

上建立合适的模型，则使用了不同种类的核函数。同样地，依据不同的目的，克

里金法考虑如何适应空间建模过程，如在非欧式空间上建模；而高斯过程回归则

倾向于提升其处理大数据的能力，如分布式高斯过程回归，但两者对复杂过程的

建模方向存在着共通的部分，如两者的研究方向都包含非平稳过程或随机场的建

模、模型对于数据的异方差性的处理等。 

普通克里金法同样也为线性估计，有
1

( )
n

i ii
Z

 x 。因为无偏估计，则

1
1

n

ii



 。同样最小化均方预测误差，使用拉格朗日乘子法（Language 

Multipliers），可得最优的参数值： 

    11 1 11n n nn nn nn

  
 

     
1 1 1 1


 c c C C C 。 （2.16） 

因此，预测的均值与方差可以如下表示： 

     11 1 1 1
*( ) 1n nn n nn nn nnZ

    
    1 1 1 1 Z x c C y c C C C  （2.17） 

                   2 2 11 1 1
* *E ( ) ( ) 1n nn n n nn nnZ Z c

   
        1 1 1x x c C c c C C （2.18） 

其中，常数均值的估计值与估计方差分别为： 

    11 1ˆ nn nn
  1 1 1 Z C C  （2.19） 

   11ar nn

 1 1 C   （2.20） 

可以看出，当均值已知，或者估计方差非常小时，普通克里金与简单克里金等价。

且一般而言，相对预测值的预测误差而言，均值的估计误差一般非常小[19]。 

克里金法存在着一个吸引人的大样本性质——逐点一致性（Pointwise 

Consistency）[20]，希望该性质能被移植到高斯过程回归上，因为比起地质统计学

的方法，机器学习方法应用的领域更容易获得大量的数据。简单地，如果点 x 附

着于输入集{ , 1}n n x ，因为核函数 ( , )k   是连续的，所以期望的预测误差 2 ( ) x
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将会趋于 0，即 2lim ( ) 0n   x 。此时，随机变量的估计具有逐点一致性，因

为估计是无偏的，随机变量的预测 ˆ( )Z x 收敛到真实的随机变量 ( )Z x 。特别地，

克里金法将隐函数 f 视为随机过程Z的一个样本轨道（Sample Path），在现实应

用中，观测值 ( ) ( , )z Z x x 可以被视为一个样本轨道 ( , )Z   在 x上的观测或 x上

随机变量 ( , )Z  x 的一个采样，其中。所以除了随机变量预测的一致性，逐

点一致性是否对于所有样本轨道 ( , )Z   成立则更进一步影响预测的精确性，换句

话说，当该性质对所有样本轨道成立时，只要在现实应用中数据量n，那么

克里金法或者与之形式相对应的高斯过程回归的预测值 ˆ( , )Z x  能够收敛到真实

值 ( , )Z x  。以下给出部分结论，细节见 Vazquez 和 Bect（2009）[20]。当随机过

程 Z 不为高斯过程时，对任意样本轨道 ( , )Z    ，逐点一致性成立

ˆlim ( , ) ( , )n Z Z   x x 。特别地，当Z为高斯过程时，给定核函数  ,k   ，存

在一个函数的集合，使得对任意样本轨道 ( , )Z   ，逐点一致性成立。集合

存在，需要一些特殊的条件，Vazquez 和 Bect（2009）[20]的定理 2 给出了一个可

行的条件，一是勒贝格常数（Lebesgue Constant）是有界的，二是核函数  ,k   满

足文献中的假设 2。特别地，常用的高斯核函数（同称为径向基（Radial Basis）

核、平方指数（Square Exponential）核）不满足该条件，但满足的核函数中包括

一些其他常用的指数核与马顿（Matérn）核。 

另外的大样本性质，考虑包含观测噪声的高斯过程回归，可将实际的观测建

模为 ( ) μ ( ) ( )Z    x x x ，其中为噪声有 2( ) (0, ) x 。此时的预测均值与

方差为 

   12( ) μ ( μ),n nn y 


   x k K + I  （2.21） 

   12 2 2( ) .n nk    


    x k K + I k +   （2.22） 

当n时，有预测 ( ) ( )Z x  x ， 2 2( )   x [21]。 

2.3 与神经网络的联系	

高斯过程回归的研究在近 20 年内的关注度逐渐提高，其中一个重要的原因

是它与神经网络的联系。早在 1995 年 Neal 就阐述了单层无限宽的神经网络与高

斯过程的等价性[22]，近几年也有原来越多的理论研究建立在两个模型的联系之

上。 
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图 2.1  含单隐藏层神经网络模型的简单示意图

[22]
 

如图 2.1，考虑一个含单隐藏层的神经网络模型，输入 x有 I个特征 ix ，中

间隐藏层H的第 j个神经元的值为 ( )jh x ，第 k个输出 ky 的值由函数 ( )kf x 确定，

有： 

 
1

( ) ( )
H

k k jk j
j

f b v h


 x x  （2.23） 

 
1

( ) tanh
I

j j ij i
i

h a u x


   
 

x   （2.24） 

其中 iju 为第 i个输入特征到第 j个隐藏层神经元的权重， ja 为第 j个隐藏层神经

元的偏置， tanh( ) ( ) ( )z z z zz e e e e    为双曲正切激活函数， jkv 为第 j个隐藏

层神经元到第 k个输出的权重， kb 为第 k个输出的偏置。 

首先假设相互独立的 jkv 与 kb 的先验都为零均值的高斯分布，它们的方差分

别为 2
v 和 2

b 。由独立性可得到第 j个隐藏层神经元对每个输出的期望贡献为

( ) ( ) 0jk j jk jv h v h             x x ，且贡献方差为
2 2 2

( ) ( )jk j jk jv h v h            x x
22 ( )v jh    x 。假设所有隐藏层神经元 ( )jh x 有相同的方差

2
( ) ( )jV h   x x ，由

中心极限定理（Central Limit Theorem）可得，当神经元个数H非常大时，所有

神经元贡献的总和服从方差为 2 ( )vH V x 的高斯分布，加上偏置 kb 后 ( )kf x 的先验

分布依旧是高斯的，其方差为 2 2( )v bH V x 。为避免方差不存在，可令
1/2

v vc H  ，其中 vc 为固定的常数。 

进一步，有n个输入 1, , nx x ，考虑第 k个输出 1( ), , ( )k k nf fx x 的联合分布，

有协方差： 

 
 

2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )

,

p q b v j p j qj

b v p q

f f h h

c k

 



       

 

 x x x x

x x
 （2.25） 

其中  , ( ) ( )p q j p j qk h h   x x x x 对于所有中间层神经元成立，即可将该先验 kf

看作一个高斯过程。此时，当  ,p qk x x 已知或被估计后，将 1 1, , nx x 看作训练

集的输入， nx 为测试集的输入，由联合分布从 1 1( ), , ( )k k nf f x x 推断 ( )k nf x 分布

的过程等同于高斯过程回归的推断过程。对于不同的第 1k 和 2k 个输出，由权重

的先验独立性假设可得 1( )k pf x 和 2 ( )k qf x 的协方差为零，即当神经网络中间层的
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神经元个数趋于无穷时，不同的输出对于网络的训练不会相互影响，换句话说，

训练一个有 k维输出的神经网络等价于训练 k个只有 1 维输出的神经网络。这反

过来也可以用于理解：为什么一般的高斯过程回归模型只有单个个输出。特别地，

该结论对输入层到隐藏层间的参数不需要假设，且激活函数只需要是有界的，隐

藏层到输出层的参数也并不需要高斯分布的假设，只需要假设分布满足均值为零

方差有限。一个具有更弱条件的证明可以见 Hanin（2021）[23]。 

更进一步，深度神经网络同样有等价的高斯过程形式。考虑 L 层的全链接

深度神经网络，宽度为 N，非线性激活函数记为，其中模型输入记为 0 x x，

激活前和激活后的第 j个分量可以分别表示为
l
jz 和

l
jx 。假设

1l
jz

关于 j是独立并

且服从相同的高斯过程，此时 ( )l
jx x 也是独立同分布的。考虑第 l层网络： 

 
1( ) ( ( ))l l

j jx z x x   （2.26） 

 
1

( ) ( )lNl l l l
i i ij jj
z b W x


 x x  （2.27） 

可以看出， ( )l
iz x 是许多随机变量的线性组合，当 lN 时，根据多元中心极限

定理，任何由 n 个输入决定的有限个随机变量的集合 1( ), , ( )l l
i i nz zx x 服从联合

高斯分布，或者用高斯过程来表示  ( ) ,l l
iz 0X K 。此处两两之间的协方差可

记为： 

       1 1

2 2 1 1

0,
, ( ( ) ( )) ( ) ( )l l

i

l l l l l l
i i b w i iz K

K k z z z z    
         

 


x x x x x x （2.28） 

其中，对于 GP 求期望等价于在
1( )l

iz
 x 和

1( )l
iz
 x 的联合分布上求积分。特别地，

该部分内容可以用零均值、协方差矩阵与  1 ,lk  x x 、  1 ,lk  x x 和  1 ,lk   x x 有

关的高斯分布来表示。故上式同样可以由不同层元素的协方差关系表示如下： 

                     2 2 1 1 1, , , , , ,l l l l l
b wK k F k k k         x x x x x x x x  （2.29） 

其中，确定性函数 F 的形式只取决于激活函数的形式。对于广义的激活函数，

积分需要通过数值方法求解，具体可见 Lee 等（2018）[24]。而对于一些具体的

激活函数，可以求得上式的解析形式，如 ReLu 激活函数 ( ) max(0, )x x  ，有 

        
2

2 1 1 1 1 1
, , ,, , , sin cos ,

2
l l l l l l lw

b x x x x x xK k k k
    


    
        x x x x x x （2.30） 

 
 

   
1

,

,
cos

, ,

l
l
x x l l

k

k k
 



 
 
   

x x

x x x x
  （2.31） 

其中为 x和 x 所呈的夹角度数。另一个激活函数的例子见 Williams（1997）[25]

的附录 7.4。 

假设  0 2~ 0,ij w inW d ，  0 2~ 0,j bb  ，可以得到初始协方差 
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  0 0 0 0 2 2( , ) ( ) ( )j j b w inK k z z d         x x x x x x  （2.32） 

通过 L 层迭代，可以求得第 L 层的核函数 ( , )L LK k  x x ，以该核函数作为协方

差函数的 GP 称为神经网络高斯过程（neural network Gaussian process，NNGP）
[24]。对于预测输入 x ，有预测均值与方差 

   12( ) ( , ) ( , )L Ly k x k 


   X X X I y  （2.33） 

          12 2ar( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )L L L Ly k x x k x k k x  


        X X X I X  （2.34） 

Cho 和 Saul（2009）[26]建议使用递归核函数（Recursive Kernel）去模拟一个

更大、更深层的神经网络计算。通常核函数可以表示为 ( , ) ( ) ( )k    x x x x ，

其中 ( ) x 为特征映射，而递归核则使用新的特征映射，如  ( )  x 。然而该构

造核函数的方法并不符合核函数的创建规则，Matthew 等（2018）[27]则使用了一

个特别的特征映射 ( ) ( ) rx x x   处理该问题，其中以一维输入举例， 0,1, 2,3r  ，

为单位跃阶函数（Heaviside step function）。 

一部分关于 NNGP 的研究在于拓展输入噪声，如将 ( ) ( )y f  x x 拓展为有

输入误差的模型 ( ) ( )y f   x x u [28]。假设  0, ( , )Lf k  x x ，则包含输

入误差的输出 y的协方差函数可以表示为 

 

   
   

 
, ,

ov ( ), ( ) ov ( ), ( )

, , ( ) ( )

,

L L
u v u vu v

L

y y f f

k k p p

C

    

       




 




x x x u x v

x u x v x u x v u v

x x

 （2.35） 

对于预测点 x ，同样可得修正的核函数 

 
   

   
, ov ( ), ( )

, , ( )

L

L L
u uu

C f y

k K p

 

 



      



x x x x

x x u x x u u
 （2.36） 

考虑输入误差的 NNGP 模型的训练与预测与 GPR、NNGP 类似，训练使用了对

数伪似然函数 

        12 21 1
( ) ( , ) log ( , )

2 2
L LL C C constant  


     y X X I y X X I （2.37） 

预测为 

   12( ) ( , ) ( , )L Ly C C 


   x X X X I y  （2.38） 

          12 2ar( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )L L L Ly C C C C  


        x x x X X X I X x （2.39） 

然而，其中的修正核函数  ,LC x x 无法解析，需要通过近似方法估计，如蒙特

卡洛（Monte-Carlo）近似，具体的近似过程见 Lee 等（2020）[28]。而使用伪似

然对数作为训练的目标函数也是为了避免过度使用近似方法。特别地，Lee 等

（2020）[28]中的命题5.1与命题5.2为修正NNGP的预测提供了优良的预测性质，
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即预测是 BLUE 的，并且比未修正的模型更加有效。 

对于回归模型的噪声拓展也可体现在神经网络的预测中[29]，如假设神经网

络的模型为 

  1 1l l l l l  z W x u b ， 1, ,l L    （2.40） 

其中可以是加法或者乘法，u为输入噪声向量。则第 l层的 l lnN nN 的协方差

矩阵可以写成 

 ( , )
l

l l
Nk K X X I  （2.41） 

其中为克罗内克积（Kronecker Product）。确切地考虑协方差矩阵 lK 中的各个

元素 ( , )l
ds i jk x x ，其中个第 d 个和 s 个输出  , 1, , ld s N  以及第 i 和第 j 个输入

 , 1, ,i j n  ，有： 

 

( , ) ( , )

( ) ( ) ,

0,

l l
ds i j i j ds

l l
d i s j

k k

z z d s

else

 

      



x x x x I

x x  （2.42） 

考虑 d=s 时，有 

 

   
  

2 1 1

22 1
2

( ) ( ) ,
( , )

( ) ,

l l
w d d i d j

l
d i j

l
w d d i

z z i j
k

z i j

  

  

 
  


 

           



 

x x
x x

x
 （2.43） 

其中 2 为输入噪声的二阶矩。给定初始条件     0 ,i j u i jk      x x x u x u 并

使每层神经网络的宽度 1, , LN N 趋于无穷，迭代结构使得 GPNN 给出

( , )L0f K 。此时同 GPR 一样，可以得到在 x 上的预测结果 

         1 12 2 2| , , , ,L L Lp y k    
 

        f x y k K I y x x k K I k （2.44） 

其中      1 1 1, , , , , , ,
L

L L L

n N nk k k     


 k x x x x x x ，一般考虑 1LN  。 

还有一部分关于 NNGP 的研究在于拓展神经网络的结构，如：卷积神经网

络（Convolutional Neural Networks，CNN）、残差神经网络（Residual Network，

ResNet）是否与GP存在某种联系？当卷积核数量趋于无穷时，CNN同NN一样，

与 GP 存在着等价性[30]。 
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图 2.2  卷积神经网络的矩阵形式
[30]

。第 j 个通道的矩阵拉长为一个向量 jx ，2 维的卷积

核
(0)
,i jU 应用于第 j 个通道可以表示为矩阵乘法

(0)
,i j jW x ，其中

(0)
,i jW 中空白表示值为零。第

行的
(0)
,i jW 对应于卷积核扫描通道 j 的第块区域（ th-patch）。 

给定长为 (0)H 、宽为 (0)D 、通道数为 (0)C 的图片输入 X（如：RGB 图片的

通道数为 3），矩阵的形状可以表示为  (0) (0) (0)C H D ，其中每行的分量可以表示

为 (0)1, ,
C

x x ，有 ( 0 ) ( 0 ) ( 0 )1,1, 1, , , ,
, , , ,j j D j H D j

x x x    x 。给定第 l层的卷积核数量为 ( )lC ，

第 i个卷积核得到的未激活的结果可如下表示： 

  
( )

( ) ( ) ( ) ( 1)
,

1

( ) : ( )
lC

l l l l
i i i j j

j

b a 



 1a X W X  （2.45） 

其中
( )
,
l
i jW 为权重矩阵，其形式可见图 2.2。特别地，当 1l  时，我们令

 ( 1) ( )l
j ja  X x 。 

将向量
( ) ( )l
ia X 按行拼接成  ( ) ( ) ( )l l lC H D 的矩阵

( ) ( )l XA ，在回归任务中，最

后一层（L+1）通常是全连接层（Fully-Connected Layer），只需令 ( 1) ( 1) 1L LH D   。

假设 

    ( ) 2 ( ) ( ) 2
, , , 0, , 0,l l l
i j x y w i bU C b     （2.46） 

考虑两个输入 X和 X ，有 

           
( ) ( )( )

,( ) ( ) ( 1)
( )( )

1 ,

0( )
( , ) : ( , )

0( )

l ll C
i jl l li

i i jll
j i ji

b  



  
           

1
Wa X

a X X a X X
Wa X

（2.47） 

特别地，当 1l  时令    ( 1) ( , ) ,l
j i i    
a X X x x 。当 ( 1)lC   时，由多元中心极

限定理得，
( ) ( , )l A X X 中的所有元素联合服从多元高斯分布。 

此时，即可考虑 CNN 等价的核函数的具体形式，因为如上所述要推断出
( ) ( )l
ia X 和

( ) ( )l
i a X 协方差是非常复杂的，而在回归任务中，我们通常只关心某个
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输出的方差而不是考虑所有输出间的关系，即  ( ) ( )diag ov ( ), ( )l l
i i    a X a X 。为了

简单起见，首先重新将模型改写如下： 

  
( ) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( 1) ( )
, , , , ,

1 1

( ) ( )
l l lC H D

l l l l
i u i i j u v j v

j v

A b W A  

 

  X X  （2.48） 

其中  ( 1)1, , li C   ，  ( 1) ( 1)1, , l lu H D   。均值可以计算如下： 

  
( ) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( 1) ( )
, , , , ,

1 1

( ) ( ) 0
l l lC H D

l l l l
i u i i j u v j v

j v

A b W A  

 

              X X （2.49） 

有协方差： 

     
 

(0)2
2

, ,(0)
1( ) ( ) ( )

, ,

2 2 ( )

, 1

, ov ( ), ( )

, , 1

C
w

b i v i v
i v uth patchl l l

u i u i u

l
b w v

v uth patch

X X l
C

k A A

V l



 

  

 


 

     
  

 


X X X X

X X

（2.50） 

其中      ( ) ( ) ( )
, ,, ( ) ( )l l l

v j v j vV A A     X X X X ，与全链接神经网络一样，对于某些

激活函数可以给出解析形式。此时通过迭代，即可计算出最后一层的协方差函数

 ( 1)
1 ,Lk  X X 。 

若将 CNN 写成残差形式（Residual CNN），递推形式则变为： 

  
( )

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( )
,

1

( ) : ( ) ( )
lC

l l s l l l
i i i i j j

j

b   



  1a X a X W a X  （2.51） 

核函数的递归形式则变为： 

      ( 1) ( ) 2 2 ( ), , ,l l s l
u u b w v

v uth patch

K K V  

 

     X X X X X X （2.52） 

此外，也有考虑包含池化层（Pooling Layer）的 CNN 与 GP 的关系[31]。 

深度学习比起传统的机器学习，其强大之处在于对于特征的提取。除了通过

神经网络构造核函数，GP 结合神经网络的例子还有深核学习[32]，即在核函数的

选择上还是使用常见的核函数，但在计算时，要先将输入 ix 和 jx 进行映射，再

计算核函数的值，即：     ( , | ) , , , | ,i j i jk k g gx x x w x w w  ，其中  g  为由

参数为 w 的神经网络结构生成的非线性映射。为了核函数能够表示更广泛的特

征，提高模型的灵活性，Wilson 等（2016）[32]建议使用谱混合核函数（Spectral 

Mixture Base Kernel）： 

          
1

212
2

1 2

1
, | exp cos ,2

2
(2 )

Q
q

SM q q qD
q

k a 


 
       
 
 

x x x x x x  （2.53） 

其中 , ,q q qa   为核函数的超参数。模型整体为：输入特征经过神经网络提前有

效的特征，后经过 GP 输出预测结果。此外该模型训练是端到端的，即同时训练

 ,w ，相关的梯度可由对数边际似然函数（Log Marginal Likelihood）分别求偏
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导得[32]。其变种还有变分形式[33]。 

 

图 2.3  深度高斯过程示意图
[149]

 

由单层无限宽的神经网络是 GP 的观点可以引出另外一个有趣的模型，即深

度高斯过程（Deep Gaussian Process）[35],[148]。形象地说，神经网络通过一层一层

堆神经元层达到更深的网络结构，深度高斯过程则是一层一层堆叠 GP 走向深度

学习的过程，如图 2.3 所示。若使用数学表达式，则 L 层深度高斯过程可以表示

为复合多元函数    1: 1 2 1( ) ( )L L Lf f f f f  x x ，其基于概率的迭代式也可以用

公式表示如下11[34]： 

    | ;0, , 1, ,l l l lp f f k l L    （2.54） 

     2 2
1 , 1,

1

| , , ; , ,
n

l l l l l i l l i l
i

p f h f h  


h h  1,i ih x  （2.55） 

     2 2
1 1,

1

| , , ; ,
n

L L L i L L i L
i

p f y f  


y h h   （2.56） 

其中 lh 为第 l层隐藏层的输出。式（2.54）可以看作是隐藏层的先验，式（2.55）

则为后验。 

因为中间层的输入都是随机变量，所以输出的后验分布不总是边际正态的。

因此，有很多推断的方法被应用于 DGP 当中，得益于近似推断，稀疏近似的方

法也可被使用，即使用有限 M 个函数值的诱导输出（Inducing Outputs） ( )u z 来

表示无限维的向量 ( )f x 。推断过程中，边际似然与预测的后验分布不可避免地

需要将u作为被积函数积分掉，现已有使用变分推断[35]、期望传播[34]的近似推断。

以期望传播算法为例，考虑双层的 DGP，需要计算积分： 

 
   
       

\1

\1 \1
1 2 2 1 2 1 1 1 1

| ,

| , | ,

Z p y q d

p y h q dh d p h q d






 

x u u u

u u u x u u u
 （2.57） 

其中        \1 \ i
iq q q t  u u u u 因为对称性，  it u 为分布      ii

q p t  u u u

                                                              
11该式考虑的为监督学习，经典文献[35]中考虑的是非监督学习，即输入为隐变量。 
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的第 i 个因子。首先对诱导点求积分，得    1 1 1|Z q y h q h dh  ，其中

   1 1 1 1; ,q h h m v ，    
1 11 1 2| 2|| | ; ,h hq y h y h m v 12。使用叠期望定律与叠方差

定理（Law of Iterated Expectation and Variance），有 

 
1 12 ( ) 2|q h hm m     （2.58） 

 
1 1 1 12 ( ) 2| ( ) 2|arq h h q h hv v m           （2.59） 

期望需要核矩阵在输入的高斯分布上求积分，对于很大一部分核函数而言，该积

分是可解析的[34]。而对于预测分布      | , , | , | ,p y x p y x q d    X Y u u X Y u，

同样可以用上述方法，使用高斯分布近似。 

考虑深度高斯过程的宽度与深度，其分别对应深度神经网络的宽度与深度。

如前面所提及的深度无限宽神经网络一样，深度高斯过程在宽度趋于无穷的时候，

会收敛到一个单层的高斯过程[37]。并且，Pleiss 和 Cunningham（2021）[37]还描

述了深度与宽度的“对抗性”效果：宽度提升了模型的高斯性，而深度则强调的

是非高斯性（如：尖峰、厚尾、偏态）。然而当深度逐渐加深时，模型会渐渐丧

失自由度，当层数趋于无穷时，仅有一个自由度起作用[38]。例如输入有 10 个维

度时，当层数趋于无穷时只有其中一个维度在起作用。一个中间层连接输入的结

构可以缓解该问题，其结构如下所示： 

     1: 1: 1 , ,L L Lf f f L x x x  （2.60） 

此外，Dunlop 等（2018）[39]为多层的高斯过程提供了一个更一般的、具有马尔

科夫结构的框架，并通过遍历性（Ergodicity）分析了深度高斯过程的有效深度。 

 

图 2.4  条件神经过程模型图例
[40]

，h 和 g 分别为编码器和解码器。 

另一种与神经网络结合的方法为神经过程（Neural Process）[40]，将元学习

（Meta-Learning）的思想应用于监督学习13。特别地，当 GPR 使用 GP 的先验知

识时，神经过程Q 则使用参数参数化随机过程Q，其中的类比于元学习中用

                                                              
12分布的均值与方差的具体结果在此不给出，可参考文献[34]。 
13  本文仅介绍条件神经过程[40]。 
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来生成算法的参数。模型的结构如图 2.4 所示，具体的数学公式可表示如下： 

    , , ,i i i i ir h O  x y x y  （2.61） 

 1 2 nr r r r      （2.62） 

    , ,i i ig r T   x x   （2.63） 

其中，编码器 : inh X Y    和解码器 : in deg X    为神经网络，维数 in和 de一

般需要设置， X 和Y在这里分别对应输入输出域；为可交换的算子，将多个 in 上的向

量 映 射 到 一 个 in 上 的 向 量 上 ， 一 般 可 令  in
r r n  ； i 则 为

     | , |i i i iQ f x O x Q f x  的参数，对于回归任务，使用
2{ , }i i i   来参数化分

布  2,i i  的均值与方差；在此用 O 和 T分别表示训练集与测试集。 

该模型训练也如元学习一样，从训练集O中取出一部分 NO ，训练Q 以预测

O。一般地，令 f P ，    1

0
,

n

i i i
O x y




 ，  uniform 0, , 1N n  为离散均匀分

布，此时可得训练时用于训练的样本   
0

,
N

N i i i
O x y O


  。最大化对数概率分布 

       1 1

0 0
log | ,

n n

f P N i N ii i
L E E Q y O x  

 
        （2.64） 

以训练参数。特别地，对于回归任务而言，上式可以理解为：由 NO 生成每个 ix

对应的分布参数 i，并由该分布与已知的 iy 计算类似于似然函数的指标。 

 

图 2.5  稀疏高斯过程回归的神经网络形式
[43]

 

此外，（稀疏）高斯过程回归也可以看做有限宽的神经网络[43]。考虑诱导点

 u z 及其位置 z，有  ,fu i jij
k   K x z 和   ,uu i jij

kK z z 。在预测点 x 上有预测

分布    ; ,q y y      ，其中 

   12
u uf fu uu uf 



  k K K K K y  （2.65） 

   11 2 2
u uu u u uf fu uu uk   

 
           k K k k K K K k   （2.66） 
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将上式的均值改写为  ,j jj
w k  z x ，其中   12

uf fu uu uf


 w K K K K y。给

定激活函数    ,j jk  x z x ，均值则可看成为一个简单的神经网络：输入 x 首

先经过多个激活函数生成多个神经元，然后通过线性组合生成一个输出均值的神

经元。 

同样对于方差可以改写为
2

u uk       k Ak ，其中正定矩阵 A可分解为

 A U U ，则      2

u u u u u jj j
       k Ak Uk Uk Uk ，其中  2

j j
  U 。

由此可见，方差可以表示为第一层为，第二层为 的双层神经网络结构，神经

元个数则等于诱导点u的个数。 

2.4 与其他模型、算法的联系	

2.4.1 贝叶斯优化 

高斯过程回归的一个经典应用是贝叶斯优化（Bayesian Optimization），将超

参数作为 x输入，输出 f 则为模型待优化的目标函数。给定训练的数据集

      1 1 1 2 2 1 1, , , , , ,t t ty y y   x x x ，回归的任务为预测 tx 点上的值 tf ，而贝叶

斯优化则关注于已知数据集时搜寻一个可能使目标函数更优的值，即：

 argmint tx x ，其中  t x 为搜寻的标准。因为给定数据集时，目标函数是

服从高斯过程的，即包含均值与不确定性的方差，所以不同的搜寻标准会得到不

一样的迭代超参数，如：从后验分布中抽样出一个样本轨道 ˆ( )t tf x 。显然，

不需要求梯度的优化提供了许多便利，但优化器受限于高斯过程回归本身。 

2.4.2 线性贝叶斯 

线性贝叶斯模型在 GPML[9]中被称为是以权重视角理解高斯过程回归。考虑

带映射的线性贝叶模型 

      ,f y f   
x x w x  （2.67） 

其中，   x 为从 D 维输入向量到 N 维特征空间的映射。假定权重  , p0w  ，

并且有    2| , ,p  y X w w I ，其中   X ，可得权重的后验分布 

      
 

1 1
2

| , 1
| , ,

|

p p
p

p 
  

   
 


y w w

w y A y A
y


 


  （2.68） 

其中  |p y  为标准化常数，
2 1

p
  A   。给定预测点 x ，可得预测分布 

 

     

     1 1
2

| , , | , | ,

1
,

p f p f p d



  


    

 
  



 
  

 


 



x y x w w y w

x A Xy x A x

 

 （2.69） 

定义核函数      , pk    
x x x x ，有 p K   ，可以看出预测结果与高斯
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过程回归相同。 

2.4.3 核岭回归 

考虑一个特殊的带正则项的泛函[9]
： 

     
2

2

2
1

1 1

2 2

n

i iH
i

J f f y f
 

   x   （2.70） 

根据表示理论（Representer Theorem），可以得到最优的预测函数形式为

   
1

,
n

i ii
f k


x x x ，并且令      , , , ,i j i j

H
k k k  x x x x ，有 

 

  2

2

2
2 2 2

1 1

2 2

1 1 1 1

2 2

J


  



  

  

 
    

 



  

   

  

K y K

K K y K y y

  （2.71） 

最 小 化 J 可 得 最 优 权 重   12ˆ  


 K I y ， 即 在 预 测 点 x 上 有 预 测

      12ˆ ,f k 


  
x X x K I y，其与高斯过程回归的预测均值相同。 

2.4.4 支持向量回归 

对于线性回归任务，支持向量回归的优化目标为[9]
： 

  2

1

1

2

n

i i
i

C g y f


 w   （2.72） 

其中权重w 有高斯先验，参数 0C  ， 不敏感的损失函数为 

  
,

0,

z z
g z

z

 


    
  （2.73） 

给定预测点 x 时，由二次规划问题可得预测值  
1

n

i ii
f  

x x x ，特别地，使

用核函数时有预测    
1

,
n

i ii
f k 

x x x ，与高斯过程回归均值预测相似。 

2.4.5 样条 

样条法最初被用于一维的插值与平滑的任务中，目标是找到一个二阶导有定

义的 Sobolev 函数空间上的函数 f 使得 

   
2

( )b m

a
f x dx  （2.74） 

最小化[44]。当 2m  时，存在唯一一个显式的、有限维的最小值点，有 

 

   

 

1
3

0 1

,

, 0

0, 0

n
j

j i i
j i

f x x x x

z z
z

z

 


 



  


  

 
 （2.75） 

是一个结点在不重复的 ix 上的自然三次样条。具体地，考虑一个单变量样条平
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滑问题，其优化的泛函为： 

      12 2

2
1

n

i i
i

f x y f x dx


     （2.76） 

其中为给定的光滑参数， 0  时为插值， 时为简单的最小二乘拟合。其

解形式同式（2.75）。 

考虑一个生成模型： 

    
1

0

j
j

j

g x x f x


    （2.77） 

其中  20, I  ，  f x 为零均值的高斯过程，其协方差为  2 ,f spk x x  ，其中 

      
2 3

1

0
,

2 3sp

x x v v
k x x x u x u du

 


       （2.78） 

 min ,v x x 。由高斯过程回归给出预测均值 

        1, yf x k x x
      X K y H h   （2.79） 

其中  2 2,y f spk   K X X I为协方差矩阵，    1,x x 
h 且矩阵H的第 i个列向

量为  ixh ，   11 1
y y

   HK H HK y。可以看出，预测均值的第一部分对应式（2.75）

的三次断点部分，因为  k x 为分段三次多项式，而第二部分  x
 h 则对应了

线性部分。此外，Raket（2021）[45]考虑了高斯过程先验与平滑样条之间的联系，

也考虑了高斯过程与微分方程之间的联系。 

2.4.6 微分方程 

一个高斯过程与微分方程结合的模型名为隐力模型（Latent Force Models）[46]，

它借助了高斯过程来描述力平衡的微分方程，其中的核函数由微分方程导出。传

统的机械论模型精确地考虑了所有力的作用，而隐力模型借助于核函数则简化地

考虑了 Q 个简化的、等价的隐力来描述物理系统。给定输入 t与 D 维输出14

  
1

D

d d
f t


，隐力模型给出输出      ,1 0

tQ

d d q d qq
f t S G t u d  


   ，其中  dG  为

对应于确定的线性微分方程的格林函数，     0, ,q qu t GP k t t 为第 q 个隐力对

应的高斯过程先验， ,d qS 则为第 q 个隐力对第 d 维输出贡献的权重。此时，输出

间的协方差可以广义地表示为： 

               , , ,1 0 0
, ,

d d

t tQ

f f d q d q d d qq
k t t S S G t G t k d d     





 
          （2.80） 

2.4.7 马尔科夫过程 

高斯马尔科夫过程[48]是一个高斯过程 f ，但概率     /|i n ip f fx x 只取决

                                                              
14  可看作多目标回归。 
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于 ix 的邻居（Neighbours）集合 ix 。显然，使用高斯-马尔科夫过程可以通过稀

疏矩阵的形似减少计算量。特别地，使用特殊的马顿核的高斯过程是线性泛函随

机偏微分方程（SPDE）的解，其中方程为 

      /22 , , 2 , 0, 0df u W u u R v d v


          （2.81） 

其中更新过程W是单位方差的空间高斯白噪声，
2 2

1

d

ii
x


    是拉普拉斯算子。 

 

此外，一些高斯过程模型与其他模型之间的比较可见 Rasmussen（1999）[49]。 
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3 大数据高斯过程回归综述 

标准的 GP 在处理小样本任务时表现得非常好，但难以处理数据量大于
4(10 ) 的数据集。因为训练模型时，计算 n n 维矩阵的逆及其行列式都会产生

3( )n 的时间复杂度，并且在预测时，矩阵向量化的操作也花费了 2( )n ，同时计

算所需的内存大小也需要 2( )n [14]。在大数据时代，海量的数据通过数据量增强

了模型的预测能力，但同时也要求模型拥有在有限的时间内处理大量数据的能力。

标准的 GP 处理大数据能力较差，因此如何改进 GP 使其能够处理大数据又不失

预测精度则成了当前主要要解决的问题（后将高斯过程回归模型在大数据集上的

拓展方法简称为“加速方法”）。 

为了解决大数据集上 GP 的使用问题，近二十年已经提出了许多有效的加速

方法，也已有多篇综述来总结这些方法，如 Liu 等（2019，2020）[50][74]。但由

于作为综述类文章发表，需要一个统一的框架来归纳已有的模型，并且一些新颖

的文章中的相关工作（Related Work）部分，也都只考虑了部分加速方法，所以

在本部分内容当中，损失了一些对文章理解的深度以及优美的统一框架，而追求

加速方法的广度，更有利于读者了解高斯过程回归模型在大数据集上的拓展加速

方法。因为该领域的研究依旧非常活跃，且尚未有一个方法能够满足工业应用的

需求，故本文对此方面的总结可能存在遗漏，目的为将读者过度到感兴趣的领域

从而进行深入研究15。本文具体的综述框架如图 3.1 所示： 

 
图 3.1  大数据高斯过程回归模型的拓展方法框架 

                                                              
15如:高斯过程回归属于核方法，但加速方法本文只参考了应用于高斯过程模型的拓展方法，对于那些有效

的、但是尚未与高斯过程模型结合的方法本文尚未提及。 
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参考 Liu 等（2019）[50]，本文将加速方法的主体同样主要分为全局近似与局

部近似两个部分，并在此基础上进行了扩充。其中，简单地举个例子，全局近似

为不改变模型推断框架时的加速方法，如选取一个小的子集来总结整个训练集并

用以训练；局部近似则使用了“分而治之”的思想，将整个数据集划分为 M 个子

集，最后的预测是通过整合 M 个子模型的预测而得的。此外，我们考虑了模型

的训练方法、其他方法以及近似模型的收敛率相关内容。但由于后期的文章通常

会结合多种加速方法，故本文对于文章的分类并未达到非常高的精度。 

3.1 全局近似	

本部分内容主要包括稀疏近似方法和非稀疏近似方法两块部分，其中稀疏近

似方法又主要包括近似先验与近似推理的两部分。而非稀疏近似则主要包括线性

系统迭代法以及其他的矩阵分解方法。 

3.1.1 先验稀疏近似 

稀疏近似方法主要是近似核矩阵，使得其求逆与求行列式的时间消耗降低。

对于“近似先验，精确后验”的部分，主要有“诱导点”方法（inducing points，可

以理解为伪输入、支持输入）、谱近似方法（以核矩阵为目标）。对于“精确先验，

近似后验”的部分，文章主要考虑变分方法。 

3.1.1.1 诱导点方法 

首先考虑“诱导点”方法。将诱导点 mf 对应的输入记为 mX ，给定独立性假

设 | mff f ，联合先验  ,p ff 可以通过边缘化隐变量 mf 得到 

        , m m m mp f p p f p d  f f | f | f f f  （3.1） 

给定 Nystrom 记号
1

ab am mm mb
Q K K K [52]，上式中的训练条件概率与测试条件概率

可以分别表示为 

    1| ,m nm mm m nn nnp  f | f f K K f K Q  （3.2） 

    1| ,m m mm mp f f k Q
     | f k K f   （3.3） 

该类方法之所以被称为“诱导点”方法，是因为 f 和 f只能通过诱导点 mf 来交

流信息，可以由独立性假设看出，因此称 mf “诱导”出了训练条件分布与测试

条件分布的相关性。 

为了降低运算的时间复杂度，先验可以有如下近似 

          , , m m m mp f q f q q f p d    f f f | f | f f f  （3.4） 

由此，为了避免全样本矩阵 nnK 和K的计算，条件概率可以分别近似如下 
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    1| ,m nm mm m nnq   f | f f K K f Q  （3.5） 

    1| ,m m mm mq f f Q
     | f k K f   （3.6） 

同样边缘化 mf ，用于训练的对数边际似然  log p y 可被近似为 

         1
2 21 1 1

log log 2 log
2 2 2nn nn nn nnq    


        y Q Q I y Q Q I y（3.7） 

此类方法虽然有着不同的出发点，但大多可被纳入该框架下，具体表现为给定不

同假设以及选用不同的 nn
Q 和Q

 ，使得对 nnK 的处理转为对 mmK 的处理。 

经典的诱导点方法16有 SoR（Subset of Regressors）、DTC（Deterministic 

Training Conditional）、FI(T)C（Fully Independent (Training) Conditional）、PI(T)C

（Partially Independent (Training) Conditional），对此，本文只给出不同模型的 nn
Q

和Q
 ，细节可参考如 Quinonero-Candela 和 Rasmussen（2005）[51]。其中 SoR 等

价于对训练数据与测试数据使用 Nystrom 近似，有 nn  0Q 和 0Q  ，以概率表

示如下 

    1| ,SoR m nm mm mq  0f | f f K K f  （3.8） 

    1| ,0SoR m m mm mq f f 
   | f k K f   （3.9） 

并且，SoR 模型的训练条件概率与测试条件概率中的核函数是一致的，等价于退

化的 GP，其核函数至多为 m 阶有      1, , ,i j i m mm m jk k kx x x X K X x 。明显地，

与标准的 GP 相比，SoR 受限于 m 个自由度，其预测方差通常会偏低。此时，将

近似的测试条件概率还原为精确的概率时，可以得到 DTC 的条件概率 

    1| ,DTC m nm mm mq  0f | f f K K f  （3.10） 

    DTC m mq f p f | f | f   （3.11） 

此方法的改进方向基于隐变量的确定性映射
1

nm mm m
f = K K f ，若要进一步考虑 f

的方差时，假设不考虑 if 之间的相关性，则可以得到 FITC 的训练条件概率 

     1| ,diagFITC m nm mm m nn nnq  f | f f K K f K Q  （3.12） 

此时若同样对测试条件概率，可以得到 FIC 模型 

     1
**| ,diagFIC m m mm mq f K Q

    f | f k K f  （3.13） 

之后，还可以从方差入手，进一步提升保留的信息，得到相应的 PITC 和 PIC 模

型[53]。先将 f 或 f 进行分区，保留区块内的协方差而忽略区与区之间的相关信

息，有条件概率 
                                                              
16BCM 也可被纳入该框架中，只需令诱导点 m f f ，但本文将 BCM 纳入了局部近似的类别中。 
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     1| , blockdiagPITC m nm mm m nn nnq  f | f f K K f K Q  （3.14） 

    PITC m mq p f | f f | f   （3.15） 

     1
**| , blockdiagPIC m m mm mq K Q

    f | f f k K f   （3.16） 

Low 等（2015）[54]则尝试保留了更丰富的分块信息。  

Snelson 和 Ghahramani（2006）[55]基于 FITC 考虑了如何选取诱导点位置的

问题。虽说诱导点是隐变量，但最简单的诱导点选取为数据集的子集，当然在这

里我们不考虑如何选取子集的具体方法，但这些方法大多都与模型的训练相独立，

而文献中则提出了诱导点位置 mX 与超参数联合优化的方法，突破了诱导点必须

是训练子集的限制。 

SMGP[56]（Sparse Multiscale GP）则对高斯核函数进行了拓展。使用u去替代诱

导点 mf ，此时的u为 

  1, , , ,mf f f f


 
  （3.17） 

是关于    , , ,k cg      的再生核希尔伯特空间上隐函数 f 和基函数 if 之间

的内积向量，其中 0c  是常数， d   ，基函数是高斯的，有 

                  
  
 

2

1 2

1

1
, , 2 diag exp

2

D
i d

i i i i
d i d

-
u g 





 
   
 
 


x v

x x v  


 （3.18） 

其中 1, , mv v 为训练集的子集。进一步有训练条件概率的近似 

    1 1| ,diagSMGP nm nn nm mnq  
    f | u f U U u K U U U  （3.19） 

其中   ,
, ,mn j i ii j

gU x v  ，   ,
, ,i j i ji j

g c   U v v    。该方法基于基函数

从单一高斯分布到混合高斯分布的拓展，若取基函数为  ,i if k v ，则u简化为

    1 , , mf f


v v ，且 U 和 mnU 简化为 mmK 和 mnK 。SMGP 是在 FITC 基础上使

用 SEARD 核的拓展形式，其对于不同的基函数使用了不同的分布特征，即长度

尺度（Length-Scales）。 

 

图 3.2  先验近似的图模型
[57]

。注：为加以区分，改图的诱导点使用符合u，而不是 mf 。 
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PITC 将 f 分为 K 个不相交的区域 
1

Kk
C k
f ，则 TGP（Tree-structured GP）[57]

则 进 一 步 将 诱 导 点 mf 进 行 分 区  , 1

Kk
m B k
f 。 为 了 近 似 联 合 先 验

     , m m mp q | qf f f f f ，则诱导点的先验和似然可以近似为 

    , , ( )
1

|
K

k k
m m B m par B

k

q p


f f f  （3.20） 

    ,
1

|
K

k k
m C m B

k

q | p


f f f f   （3.21） 

其中 , ( )
k
m par Bf 表示为 B 分区中第 k 个分区的父节点上的诱导点，且在协方差中记

k
C cf ， ,

k
m B bf ， , ( )

k
m par B pf ，则条件分布可得 

               1 1
, , ( ) , , ( )| | , ,k k k k
m B m par B m B bp pp m par B bb bp pp pbp -  f f f K K f K K K K  （3.22） 

    1 1
, ,| | ,k k k k

C m B C cb bb m B cc cb bb bcp -  f f f K K f K K K K   （3.23） 

TGP 的提出源于这样一个现象：诱导点只能刻画输入域中很小一部分范围

的信息，但在计算中我们把它当作是全局的近似。所以，TGP 更类似于局部近

似，但此处作为该框架下自然的延伸，将其归到该类。当然，当我们有足够的诱

导点时则不存在上述问题或者说是现象。 

3.1.1.2 谱近似方法 

与传统的诱导点方法不同的是，IDGP（Inter-Domain GP）[58]提出了更广义

的特征分解方法，即首先将输入域变换到一个不同的域上。数据在这个新的域上

可以是更紧致的，有利于函数的估计与识别，并且一个特殊的域也使得我们能够

加入一些先验的知识，有效地分解与使用核函数。考虑 Dx 上的 GP 的值  f x ，

给定确定性实函数  ,g x z 有 Hz ，定义线性变换 

      ,
D

u f g d z x x z x  （3.24） 

此时，  f x 和  u z 可被当作是一个联合的 GP。假设       , ,f k x x x x ，

则变化之后域上的统计特征与域间的统计特征可以表示如下 

      ,
D

g d  z x x z x  （3.25） 

        , , , ,
D D

k k g g d d       
z z x x x z x z x x   （3.26） 

      , , ,
D

k k g d     x z x x x z x   （3.27） 

本文不讨论函数  ,g x z 的具体形式，Figueirasvidal 和 Lázarogredilla（2009）[58]

间接使用傅里叶变换，并讨论了 IDGP 与 FITC 和 SMGP 模型的关系。 

Lázaro-Gredilla 等（2010）[59]对于平稳核可以令  x x 简化核函数的表示

   ,k k x x  ，且维纳-辛钦定理说明这种随机过程下的协方差函数与谱密度

 S s 是一个傅里叶变换对 
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     2 ik S e d 
ss s    （3.28） 

     2 iS k e d 
ss     （3.29） 

注意随机过程的方差为    k S d 0 s s，以 SEARD 核函数为例 

   2 11
exp

2SEARD outk      
 

   ，  （3.30） 

其中  2 2
1diag , , Dl l     ，超参数

2
out 为先验方差，也被称为输出信号， 2

dl 为

输入特征的长度尺度，它决定了协方差函数随着距离衰减的程度，那么有

  2
outk 0 。根据博赫纳定理，有谱密度正比于概率测度

   22 exp 2Sp     s s s ，则有 

     2
( ), cos 2

Sout pk      
 s sx x s x x  （3.31） 

此协方差可使用蒙特卡洛方法近似，有     2

1
, cos 2

m

out ii
k m 


   x x s x x 。 

Hoang 等（2020） [60]则进一步考虑将先验  f x 由 p 个基函数近似

   
1

p

ii
f f


 x x ，其中       0, 1 ,i if p k x x x 。其改进方向与 SMGP

类似，并且文章给出了近似的理论保证。 

Wilson 和 Adams（2013）[61]基于对 SE 核谱密度是以原点为中心的高斯谱密

度的观察，其无法囊括所有平稳核的表现。考虑一维的单高斯分布 

    22
22

1 1
; , exp

22
s s   


     

， （3.32） 

令       2S s s s      带回傅里叶变换可得      2 2 2exp 2 cos 2k       。

则当   s 是 D 上的 Q 个混合高斯分布，其中第 q 个分量的均值与方差分别为

 (1) ( ), , D
q q q   和  (1) ( ), , D

q q qdiag v v M ，则核函数可以记为 

      2 2 ( ) ( )

1

exp 2 cos 2
Q D

d d
q d q d q

q d

k w v   


     （3.33） 

其中 qw 是描述第 q 个高斯分布贡献的权重。 

Rahimi 和 Recht（2007）[62]将输入数据通过随机映射 : D M z 到随机的

低维特征空间中，则可以使用该映射近似核函数 

          , ,k     
x x x x z x z x    （3.34） 

其中 与映射至的特征空间的维度等于样本量的映射相关，M 维相较之下是低

维的。给定核函数通过傅里叶变换得的概率测度    1

2
i

Sp e k d


 
ss    ，独立

同分布从 Sp 抽样 M 个样本 1, , D
M s s 及均匀分布  0, 2U  上抽样

1, , Mb b  。令 

      1 1

2
cos , , cos M Mb b

D
    


 z x s x s x   （3.35） 
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则可得到核函数的无偏估计。文章同时给出了一些典型核函数的概率测度，并给

出了近似的收敛性。 

Solin 和 Särkkä（2019）[63]根据拉普拉斯算子在紧致子集 D   中的特征函

数展开获得核函数的近似特征分解。定义协方差算子    ,k d     x x x ，可

得到级数形式 

      2 32 2 2
0 1 2 3a a a a           （3.36） 

其中
2 为拉普拉斯算子。进而可以得到核函数的近似 

        , j j jj
k S    x x x x   （3.37） 

其中  S  为协方差函数的谱密度， j 为拉普拉斯算子在上第 j 个特征值并且

 j  为相应的特征函数。 

Bengio 等（2003）[64]使用傅里叶分解性质，关于再生核希尔伯特空间范数

（范数）的最优核函数近似是如下展开形式 

      
1

,
m

i i i
i

k  


  x x x x   （3.38） 

其中  ,i i  为 m 个特征值最大所对应的特征值-特征函数对。 

Wilson 等（2015）[65]说明 Kronecker 和 Toeplitz 方法受制于输入必须是网格

形式的（如时间序列），其中 Kroncker 结果有利于核矩阵的特征分解但只适用于

多维输入的情况，而 Toeplitz 方法能加速 MVM 的运算但只适用于一维。如果隐

变量是在规则间隔的多维网格上的，并且核函数为平稳的乘性核（如 SE 核），

那么结构核插值（structured kernel approximation）近似的 mmK 可以分解为 Toeplitz

矩阵 iT的 Kroncker 乘积形式 

 1mm P  K T T   （3.39） 

进一步，m m 的 Toeplitz 矩阵可以使用 a a 的 circulant 矩阵C 加速运算，因为

其具有有效的特征分解形式 

  1diagC F Fc F   （3.40） 

其中  1 2 2 1, , , ,c c c c
c = ， , modi j j i aC  c ，  exp 2jkF jk i a  是离散傅里叶变换 

3.1.2 后验稀疏近似 

全局近似的第二部分被称为“精确先验，近似后验”，一般使用变分推断方

法近似对数边际似然  log p y 来训练（选择）模型的超参数，其使用变分分布

 , mq f f 去近似后验分布  , mp f f | y ，但对于模型的加速，一般体现在诱导点

的使用上。回顾诱导点方法的模型设置 

    1| | ,m nm mm mp  f f f K K f K ， （3.41） 
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    |m m mmp  f f K  （3.42） 

其中
1

nn nm mm mn
 K K K K K 。首先使用琴生不等式，可以得到 

                        1| |log | log | log |
m mm p pp p p    f f f fy f y f y f （3.43） 

此时的下界 1 与  log p y 的差异可以用     | || |m mKL q pf f f f , y 表示。接着

继续对对数边际似然函数使用琴生不等式，可以进一步得到一个下界 

          1 2log log | log expm m m m mp p p d p d    y y f f f f f  （3.44） 

值得注意的是，该结果匹配 Titsias（2009）[66]。其使用      , |m m mq p qf f f f f

近似真实的分布      , ,m m mp p pf f | y f | f y f | y ，其中  mq f 是变分分布，例

如使用高斯分布    | ,m mq  f f m S 。并且由 mf 是 f 的充分统计量的性质得，

有    ,m mp pf | f y f | f 。此时，最小化散度     , || ,m mKL q pf f f f | y 等价

于最大化变分下界 

          
  3

, ,
, log || , log

,m

m
V m m m m

m

p
F q p KL q p q d d

q
    

f, f

y f f
X f y f f f f

f f

（3.45） 

其中，可以联合优化 mX 和  mq f 。此时，经过变形（细节见 Titsias（2009）[67]）

得 

         
 
1exp

, log
m

m
V m m m m

m

p
F q q d

q

    
  




f

f
X f f f

f
  （3.46） 

对 VF 使用琴生不等式，或令其对于  mq f 的导数为零，都可以得到一个更紧的下

界 

      1 2log exp
m

V m m mF p d   
f

X f f   （3.47） 

有 2 3  ，因为此时变分分布已使用最优的形式  mq f ，且只需优化诱导点的

输入位置 mX 。值得注意的是，该方法对诱导点的使用和预测分布与 DTC 相同。

Hoang（2016）[68]也为变分法的稀疏 GP 模型提供了分布式训练的框架。 

Hensman（2013）[71]则使用了 3 下界，可以重新写成 

           3 | log | ||
m m m mp q p KL q p   f f f y f f f   （3.48） 

由于    
1

| |
n

i ii
p p y f


y f ，则该下界可以写成关于输入样本对 ,i iyx 的 n 项

求和形式，此性质导出了有效的随机梯度方法。并且变分参数m 及 S 被定义在

非欧空间上，使用基于欧式距离的标准梯度方法难以有效地更新参数，故可以使

用随机自然梯度下降法迭代更新m 及 S ，细节见 Hensman（2013）[71]。 

Hoang 等（2015）[72]将随机梯度方法应用于 DTC 以外的诱导点近似模型。

变分方法与诱导点方法的联系可以由预测分布  |p f y 建立 
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                    | | , | |m m m m m mp f p f p d q f q d
    y f y f y f f f f  （3.49） 

其中  | mq f f 为诱导点方法的测试条件分布，  mq f 为变分方法的最优变分分

布，对应于不同的诱导点方法都有    |m mq p f f y 。回顾 DTC 及其变分形式，

输出的预测分布都是相同的，只是变分方法中用于训练的对数边际似然函数在形

式上多了迹的项[67]。具体地，不同的诱导点方法使用了不同的训练条件分布

 | mq f f ，最优的变分分布可以得到    ,mq   f   ，其中 

   1

mn mm

   K Q y   （3.50） 

   1

mm mn mm nm

   K K Q K    （3.51） 

2
 R I ，对于 PIC 与 PITC 有  blockdiag nn nn R K Q ，对于 FIC 与 FITC

有  diag nn nn R K Q ，对于 DTC 与 SoR 有  0R 。进一步，当 1 与 1  满足

可分解性条件时，随机梯度是标准梯度的无偏估计。该可分解性条件可表示如下 

    1

1

,
i

M

m m
i

F F



  f f y  （3.52） 

    1

1

,
i

M

m m
i

G G 



  f f y   （3.53）  

其中原始数据集被划分为了 M 个不相交的区域 i，有  
i i

y  



 
 x x

y ，F 、F、

G与G为关于括号内变量的任意函数。 

Bui 等[73]后验概率  |p f y 可以被近似为： 

                      
1 1

1 1
| |

n n

i i i m
i iPEP

p p p y f p t q
p Z 

   f y f f f f
y

（3.54） 

其中精确的条件概率  |i ip y f 被假设是高斯的简单因子  i mt f 所近似17。与变分

法一样，  i mt f 可由最小化     | ||KL p qf y f 得。但直接全部求解所有的因子

是困难的，所以在 EP（Expectation Propagation）算法中，每个  i mt f 则是在每次

迭代中分别近似  |i ip y f 。令非化标准分布为      
1

n

i m
i

q p t

 f f f ，首先，计

算空心分布（Cavity Distribution）      \ i
i mq q t f f f 。然后，更新非标准化

的分布           \arg min | ||i
i iqq KL q p y f q 

 
ff f f 。最后，更新后的因子可

表示为      1
, ,i m i old m i new mt t t f f f ，其中      \

,
i

i new mt q q  f f f 。特别的，在高

斯过程回归框架下，有最终结果： 

    1 2| ,i m im mm m i iit K K y K   f f ，    1 1| ,m m mn nn mm mn nn nmq K K K K K K  
 

f f y

（3.55） 

其中   2diagnn nn nnK Q K    
  。而且，近似的对数边际似然也有解析形式 

    21 1 1
log log 2 log log 1

2 2 2 2PEP nn nn ii
n

N
Z K K K 

  



     
  y y  （3.56） 

                                                              
17可见 GPML[9]的第三章。 
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特别的，当 1  时，Power EP 退化为 EP，近似后验  mq f 与边际似然 log PEPZ 同

FITC；当 0  时，近似后验与边际似然的形式等同于 Titsias 的变分下界。 

Hernandez-Lobato 等（2015）[75]随机 EP 方法则使用了不同的空心分布

     \ 1i n
total mq q t f f f ，其中有全局因子

1

n

total ii
t t


 。 

Matthews 等（2016）[76]假设在可测空间  ,  上有两个测度  和，则存

在 Radon-Nikodyn 导数 d d ，以及测度间的 KL 散度的定义： 

  || log log
d d

KL d dm
d d

    
  

   
    

   
  ， （3.57） 

其中勒贝格测度 m 与  和都有关。特别的，考虑三种函数集 :f X 上的概

率测度。第一个为假设高斯过程的先验测度 P，第二个为假设稀疏高斯过程的

近似测度Q，第三个为后验测度 P̂。首先可得 Radon-Nikodyn 导数 

    
 

\

\

,
ˆ , |

D Z Z

D Z Z

q f fdQ
f

p f f YdP
   （3.58） 

其中 p 和 q 是相应的密度，对应于有限维情况下的 Lebesgue 测度。则随机过程

间的 KL 散度可以退化为 Titsias 的散度（具体见文献） 

     
 

\
\

\

,ˆ|| log , log
ˆ , |X Z D

D Z Z
D Z Z Z D

D Z Z

q f fdQ
KL Q P dQ q f f dm

p f f YdP
 

       
    

  
。（3.59） 

Hensman 和 Matthews（2015）[77]考虑带超参数的表示形式，预测后验可

被近似为 

        | | , ,m m mp f q f p f q d d   y f f f     （3.60） 

其中  ,mq f  为采样分布。具体的，最小化     , , , || , , , |m mKL q f p f f f f f y  ，

可得用于 MCMC 采样的最优分布 

          ,log , log | log | log log
mm mpq p p p C       f | ff y f f   ， （3.61） 

其中 C 为常数，且最优分布不受限于具体的分布形式。 

另外，Huggins 等（2019）[78]因为小的 KL 散度不能说明预测误差也很小，

所以使用了 pF（preconditioned Fisher）散度作为替代。Hensman 等（2017）[79]、

Gal 和 Turner（2015）[80]主要结合了变分稀疏方法与谱方法。Bauer 等（2016）[81]

主要考虑了 FITC 与变分 DTC（Titsias）的关系。 

3.1.3 非稀疏近似 

直接加速高斯过程回归可以使用迭代的方法求解线性系统  2K I v y，

如共轭梯度法18[82][83]，等同于求解优化问题  2arg min 0.5 K I
    

vv v v v y，

                                                              
18广义的可考虑 Krylov 子空间方法，如 Pleiss 等（2020）[84]。 
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在 k n 次迭代之后，时间复杂度可由  3n 降为  2kn 。在每次迭代中，都需

要用到矩阵向量乘法（matrix-vector multiplication，MVM）有  2K I a v，

且第 i 个分量可以写为  1
,

n

i i j jj
a k v


  x x ，近似该形式则被称为快速 MVM 近

似方法[85]。并且，MVM 方法可以被用在其他同样具有加权求和形式的地方，如

求解预测均值。 

常见的快速 MVM 方法分为稀疏核矩阵、数据结构近似、核结构近似三类[86]，

其中稀疏核矩阵指的是矩阵中包含很多的零元素，可以加速计算。但对于一般情

况，即使使用紧支（compact support）核[87]，也难以达到稀疏矩阵的效果。而在

特殊的情况，如时间序列数据时，该方法是有效的，如使用 Toeplitz 核结构[88]，

且该结构可以使用基于傅里叶变换的方法所加速[89]。数据结构近似则将训练数

据划分为数据子集，如使用 KD 树[90]，其指标集在此记为 cS ，则线性组合部分

可近似为 

  1
,

c

n

i j j j cj c j S
k v v k

 
     x x   （3.62） 

其中 ck 为常数，因为此时看作 ix 到 cS 上所有 jx 的距离是相等的。此外，也可不

近似而直接使用分布式计算  2K I v，其每个分量为  2
,cj S nK I  v [91]。最后，

核结构近似则对应于具体的核函数，如对应高斯核的快速高斯变换[92]，其基于

多元赫米特/泰勒级数展开，还有基于泰勒展开与输入数据分区的马顿核形式[93]，

和基于输入数据装箱的直方图交叉核形式。除上述具体的 MVM 方法，也有与诱

导点方法结合的近似结构，称为结构核插值方法[88][94]，其在迭代时使用近似的

核函数 nn mmK WK W 
，其中W为 n m 的插值矩阵，若使用三次插值则每行只有

4 个非零项，即表示每个数据点只与最近的四个诱导点有关。 

迭代方法与快速 MVM 方法主要会面临两个问题，一是如同稀疏近似中，多

少个诱导点能够保持良好的预测，即迭代次数 k 如何选取的问题，二是迭代法通

常被应用于预测均值的计算当作，而考虑预测方差时，则需要增加其他的计算量，

如考虑一个新的线性系统[95]。故也有部分工作是通过分解矩阵来求解逆矩阵，

标准的方法为 Cholesky 分解。Nguyen 等（2019）[96]使用了分布式的 Cholesky

分解；Dietrich 和 Newsam（1997）[97]则对 Toeplitz 矩阵进行了重构，之后可直

接进行特征分解；Ambikasran 等（2016）[98]则将协方差阵分解为分块对角阵乘

积的形式。此外，也有工作只关注与模型训练时的加速，如 Xu 等（2019）[99]

使用分布式的交替方向乘子法（alternating direction method of multipliers）解决超

参数的优化问题，其中核矩阵分块方法加速了计算；Chen 等（2020）[100]则对完

整的高斯过程回归模型的训练步骤使用了随机梯度下降算法而不是全梯度，完整

核矩阵求逆的工作被小块的核矩阵所替代，导致计算消耗降低，并且给出了统计

上的理论保证，如随机梯度训练的超参数能收敛到全梯度的驻点。回顾本段的改
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进方法，大量使用了矩阵分块的方法，这种降低计算量的手段与局部方法类似。

更加细化的，Almosallam 等（2016）[101]对于 SE 核函数求导结果给出了更高效

的表现形式。 

3.2 局部近似	

局部近似的主要思想是“分而治之”，即将完整的数据集划分为 M 个数据

子集  1

M

i i
 ，其中可用每个数据子集训练一个子 GP 模型19，最终的预测结果则

是建立在子模型之上。本文将该部分模型分为三类：最近邻（nearest neighbor）

模型、聚合（aggregation）模型、混合专家（mixture of experts）模型。根据如何

使用子模型，可以将其分为最近邻模型与聚合模型，明显的，最近邻模型指的是

预测时，只考虑与预测点较近的子模型给出预测，通常会造成连续域上预测的不

连续性。而聚合模型则考虑了绝大多数子模型的预测结果，平滑了两个数据子集

间的不连续预测，但依然存在 Kolmogorov 不一致的问题[105]。第三类的混合专家

模型则与如何划分数据子集有关系，与前两者直接划分不同的是，其根据隐变量

推断样本点属于哪个数据子集或子模型，如使用混合高斯分布。总而言之，局部

近似方法使得模型可以通过分布式/并行运算加速，并且，子模型有利于识别如

非平稳性、异方差性等局部特征。 

3.2.1 最近邻模型 

显而易见的是，最简单的最近邻模型只需选择离预测点最近的子模型作出预

测[106]，而简单的划分区域方式可以是聚类算法或树结构[107]。但此方法很容易导

致分区/临域间的不连续性，Park 等（2011）[108]以 Kriging 视角，在求解优化问

题时，在临域间添加了约束性条件；Park 和 Apley（2018）[110]为了保持连续性，

在临域间定义了新的随机过程；Urtasun 和 Darrell（2008）[111]考虑了最近几个子

模型预测分布的加权平均，同样在部分程度上缓解了不连续性问题。 

考虑最近的子模型的思想可以表现为马尔科夫性质，但当使用的子模型增加

时，不得不添加独立性假设使得分布可以分解为子模型分布的乘积形式，如边际

似然在M个子模型上的完全分解形式    
1

M

ii
p p


y y 。Moore和Russell（2015）

[112] 使 用 了 无 向 图  ,G E 缓 解 了 独 立 性 假 设 ， 其 中 G 为 顶 点 集 ，

  , |1E i j i j M    表示边界集，将边际似然分解为 

      
    1 ,

,M
i j

i
i i j E i j

p
p p

p p 

 
y y

y y
y y

， （3.63） 

其有相应的马尔科夫随机场形式。Lindgren 等（2011）[48]则考虑了当核函数为马

                                                              
19  英文文献中常被称作 expert。 
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顿核的情况，可使用高斯马尔科夫随机场来表示高斯场，加速了数值计算的过程。 

3.2.2 聚合模型 

聚合模型虽说与之前的最近邻模型没有显著的差异，但不同之处在于：对于

每一个预测点，聚合模型使用了大量的训练集数据（或大多子模型），而不是仅

使用单个子模型或最近几个。可以看出，聚合模型以损失运算能力为代价，获得

了更精确、鲁棒的预测结果，也同时防止了过拟合问题。对于分好区的 M 个数

据子集 i
20，每个子模型是一个高斯过程回归模型，有预测分布  | ,i ip y x  ，

则最终的预测分布  | ,p y x  由子模型的预测分布 “聚合”而得。简单平均有

预测    
1

1| , | ,
M

i iiM
p y x p y x   

   [114]；Gx 行 PoE（generalized product of 

experts）[116]有预测    
1

| , | ,i
M

i ii
p y x p y x

   
  ，其中 i 为第 i 个子模型的

贡献（或权重），当 1i  时退化为 PoE[117]；RBCM（robust Bayesian committee 

machine）[118]有预测 

  
 
 

1

1

| ,
| ,

|

i

ii

M

i ii
p y x

p y x
p y x





 
   

 

 
 

 ， （3.64） 

当 1i  时退化为 BCM[119]，而 GRBCM（generalized RBCM）[120]则使用了从原

始数据随机抽样的“全局”子集 c
21及增广数据子集  ,i c i    ，有 

  
 
 

1

1

| ,
| ,

| ,

i

ii

M

i ii

c c

p y x
p y x

p y x





  
   

 

 
 




。 （3.65） 

NPAE（nested pointwise aggregation of experts）[122]则放宽了独立性假设，将预测

的均值视为随机变量，因此可考虑不同子模型预测间的协方差，其最终预测的分

布具有趋于完整 GP 回归模型预测分布的一致性[123]。 

此外，也有许多小技巧可提升模型整体的预测能力或降低计算消耗，如使用

增广的数据子集 1,i i  代替 i
[124]。刘晓芳等（2019）[127]也使用了重叠部分

的信息，以 1 3  与 2 3  两个区域在 3 上重叠为例，其预测分布可近似为 

      
 

1 3 2 3

3

| , , | , ,
| ,

| ,

p y x p y x
p y x

p y x
   

 
 


   




。 （3.66） 

Gao 等（2020）[126]使用 Tsallis 互信息权重    | | ,i q q iS y S y      x x 替

代常用的香农互信息    | | ,i iH y H y      x x 或等价权重 1i M  ，其中

 qS  为 Tsallis 熵，  H  为香农熵。Li 等（2021）[121]则提出了度量满足独立性

假设程度的指标，以点 x 落入 i为例，有  i jj KNN
    

  ，其中  KNN  表

示点 x 周围 K 个最近的数据子集。由 i 可知，当 i提供的信息越多时， i 越大，

而当周围的子集都提供很小的香农互信息时，   则很大，说明该点 x 满足假设

                                                              
20聚合模型中数据子集的选取也可使用自助法[113]。 
21该子集也可以使用诱导点[121]。 
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的程度越高。当除去数据集中部分很小的点时，即保证了模型的假设，也加速

了运算。 

3.2.3 混合专家模型 

混合专家模型 [128] 一般被用来解决多任务回归问题，有简化形式

     
1

| , | ,
M

i i ii
p y x G p y x    

 x ，其中  iG  被称为门控网络，控制预测时

分配给不同子模型的概率，有  
1

1
M

ii
G 

 x 。本部分局部近似的内容都可以归

为广义的混合专家模型，但在此本文主要考虑子模型（或分区）是如何通过概率

模型生成的狭义的情况。 

一般的，高斯过程回归中的混合专家模型使用概率分布来代替门控网络，如

狄利克雷分布[129]、波利亚分布[130]，此时，为了构建概率模型，会自然地将一些

超参数也附加概率形式，如给定噪声超参数
2
 一个逆伽马分布的先验。故混合

专家模型与其他局部近似模型的不同之处在于，其超参数是由数据推断的而不是

固定的，并且，使用狄利克雷分布可以有效地确定需要的子模型的个数。显然，

在计算中添加了大量的概率分布，模型的推断便成了问题，MCMC（Markov Chain 

Monte Carlo）采样是常用的方法，但对于大数据而言仍显不足，Nguyen 等（2016）
[131]则使用了变分法去处理该问题。此外，也有一些模型更加类似于聚合模型，

如 Nguyen 和 Bonilla（2014）[132]虽然使用了概率先验形式的门控网络，但在预

测时还是根据马氏距离去分配具体的子模型；Shi 等（2005）[133]也不类似最近邻

模型使用单个子模型，而是如聚合模型使用多个子模型进行预测。最后，对于实

时预测的任务，Nguyen-Tuong（2008）[134]也给出了迭代更新（或修正）分区的

方法。 

3.3 改变模型的方法	

最后，涉及一些模型结构上变化导致计算复杂度下降的方法。如之前所提的

神经过程，其已不再是高斯过程回归的框架，但确实降低了时间复杂度。Raissi

（2017）[102]则将非参数高斯过程回归模型重新参数化，使用这些参数去编码训

练集所获得的信息，使得预测时只需使用这些参数而不是原始的数据集。Sarkka

等（2013）[103]则将高斯过程回归模型的求解与状态空间模型（或随机微分方程）

联系起来，即将特定核函数的高斯过程回归模型变换为等价的状态空间模型，然

后使用卡尔曼滤波器求解，因为使用卡尔曼滤波器处理相应的问题只需要花费线

性的时间复杂度。在时间花费上，该方法最具吸引力。 



杭州电子科技大学硕士学位论文 

40 
 

3.4 总结	

至此，可以比较容易看出以诱导点为主的全局近似方法与“分而治之”的局

部近似方法的缺陷。使用诱导点近似时，少量的全局隐变量难以刻画局部的数据

特征，如非平稳性与异方差性。相反，局部近似方法的强项就在于捕捉数据的局

部特征，但由于独立性假设，其相应损失了全局信息，也更容易过拟合。则有一

部分工作是建立在融合两者特点的基础上，如之前所提的 PIC 即是从全局近似出

发的，融合了分区的方法；Li 等（2021）[121]则从局部近似出发，融合了诱导点

方法。Nguyen 等（2018）[135]则构建了一个双层的 GP 模型，其中顶层使用了全

局近似，由诱导点建模全局的信息，而底层使用了局部近似，充分发掘数据的局

部信息。 

无论如何，这些近似方法通通都会涉及一个问题，即它的近似能力怎么样？

更加具体的，对于稀疏近似方法，我们需要多少个诱导点或多少阶低秩可以近似

完整的 GP 回归模型；对于非稀疏近似方法，我们需要迭代多少次才可以近似完

整的 GP 回归模型；对于局部近似方法，我们需要多少个子模型或者说子模型需

要包含多少个样本点才能使我们精确地近似完整的GP模型？抛开数学上的约束，

这些问题等于使用者在预测精度以及时间复杂度上进行权衡，但我们总希望有更

加精确的数学理论予以指导或者说对模型进一步控制。对于GP模型的低秩近似，

Trecate（1999）[137]给出了建议，如选择核矩阵分解后特征值远大于
2 n 的分量

的数量。并且，Dereziński 等（2020）[139]更加细化地考虑了低秩近似与使用数据

子集间的关系。Burt 等（2019）[140]则关注使用诱导点加变分法的稀疏 GP 模型，

通过为似然函数添加上下界的办法，给出建议，如对于 SE 核与 D 维输入，有建

议的诱导点数量  logDm n 。同样的，Raykar 和 Duraiswami（2007）[141]在设

计新的迭代方法的同时，给出了对迭代精度的分析，Das 等（2018）[113]则分别

依据理论与经验给出了数据子集大小的选取建议。 

当我们从理论上得知全局近似需要多少个诱导点或者局部近似中子集的大

小如何时，在实际的应用中，如何选取诱导点或者如何为局部近似划分区域也会

造成影响。局部近似而言，该部分的工作较少，因为分区的形式并不能直接体现

在贝叶斯推断的过程中。对于混合专家模型，可以依赖狄利克雷过程生成分区，

对于聚合模型，Liu 等（2018）[120]也考虑了随机分区与聚类方法导致的差异。全

局近似方面的工作则相对较多，多基于原诱导点集U 与添加新的诱导点后的集

合  ,i iU y x 的指标进行比较，如：Smola 和 Bartlett（2000）[142]基于类似 Kriging

的角度，根据最小化预测的均方误差选择诱导点；Gramacy 和 Apley（2015）[143]

则将训练集上的诱导点作为估计的对象，根据估计的均方误差选择诱导点；

Schreiter 等（2015）[144]则根据训练集上的估计误差选择诱导点；Herbrich 等（2002）
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[145]根据香农熵的差选择诱导点；Seeger 等（2003）[146]根据信息增益选择诱导点。

并且，很大程度上选点的工作是根据先验的，但我们知道，稀疏近似的效果也在

很大程度上取决于协方差的超参数，Titsias（2009）[67]也给出了一边根据一定的

规则添加诱导点一边训练超参数的 EM 算法框架。 
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4 具有一致性的双层聚合模型 

4.1 聚合模型框架	

 

图 4.1  聚合模型的训练与预测过程 

聚合模型遵循“分而治之”的思想，其实现过程由图 4.1 体现。首先，将整

个数据集划分为 M 个数据子集   
1

,
M

i i i i
 X y ，其中划分的方法可以通过随

机抽样或者聚类算法22。其次，对于每一个数据子集 i训练一个完整的高斯过程

回归模型，一般被称为“专家”（experts）或“子模型”，记为
t
i 。假设每一个

用于训练的子模型相互独立，则可以得到近似的边际似然函数用于训练，该函数

有着如下的分解形式 

   
1

| , | ,
M

i i i
i

p p


y X y X   （4.1） 

其中    2
,| , ,i i i i i ip  0y X K I ，  , i in n

i i ik  K X X ， in 为第 i 个用于训

练的子模型
t
i 的训练子集大小，通常我们有

1

M

ii
n n


 。一般为了描述隐函数

的全局特征，避免过拟合，如 Deisenroth 和 Ng（2015）[118]、Liu 等（2018）[120]

建议在训练的时候所有子模型分享共同的超参数，有 i j  ，其中1 i j M   。

明显的，超参数的减少同样有利于模型的训练。此外，为了保持模型的简洁，本

文简单地为每一个子模型都分配大小约为 n M n 的数据子集。 

分享超参数的另一个好处为：预测时，可以调整每个子模型所拥有的数据子

                                                              
22本文中聚类算法选用经典的 K-means 算法。 
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集。为了加以区分，新生成的 N 个用于预测的子模型记为 
1

Mp
i i M N  

 ，其中每

个
p
i 的超参数直接继承了用于训练的子模型

t
i 训练所得的结果，而新的数

据子集 
1

M

i i M N



  
 则由原数据子集  1

M

i i
 组合而来。例如令N M ，则数据子集

没有变化，或者令 i i j
     ，其中1 i j M   ，此时用于预测的子模型

p
i

则拥有着比训练的子模型
t
i 更丰富的信息。给定 i

 ，
p
i 给出单个预测点 x 上

的后验分布       2| , ,i i ip y  
    x x x ，有 

    12 ,i i i i i 


  x k K I y  （4.2） 

     12 2 2
i i i i ik    



      x k K I k   （4.3） 

其中  ,i ik k X x ，这里及之后的 iX 都指来自于 i
 的。具体地，一致性从模型

中体现为    limn i f   x x ，  2 2lim 0n i     x 和
2 2limn f   ，其

中  f x 和
2
f 分别为隐函数真实的相应值与观测的方差。此时对于每一个预测

的子模型
p
i 都给出了一个预测结果，聚合模型则需要将这些预测结果

    2

1
,

M

i i i M N
     
x x 按一定的规则重新组合起来，以得到最终的预测结果。 

对于不同的聚合模型，组合的规则则是不同的，但它们都是通过限制贝叶斯

法则为模型提供可解释性。例如在不考虑实际的解释性的情况下，(G)PoE 假设

i j  ，(R)BCM 有条件假设 |i j y  ，GRBCM 则有 | ,i j cy   ，其中 c

是从原始数据集中随机抽样出的数据子集，可记为 1c   。此时，在预测点 x 上

的最终预测为 

  
 

 1
1

1

|
|

,

| ,
, M

ii N

i

M

M

i ii M N c

c c

p y

y
y

p
p





  

   
 



 



 

 




x,

x
x  （4.4） 

其中 i 为第 i 个子模型
p
i 的权重或者说贡献，具体的形式在下一节讨论。

(G)PoE 模型只需考虑上式中黑色的部分，其中权重可以设定，具体地，令 1i 

则有 PoE。特别地，当 1M  时(G)PoE 等价于完整的 GP 模型。(R)BCM 则明确

地纳入了预测点的先验信息  |p y x ，可由上式中黑色与红色的部分观测到。

与(G)PoE 相似地是，(R)BCM 同样使用了事先设定的权重，且当 1i  时可以得

到 BCM。特别地，给定
1

1
M

ii



 或 1M  ，RBCM 的预测则等同于 GPoE 的预

测。然后，将蓝色部分的内容加入公式，则可得到 GRBCM 的预测公式。比较

而言，(G)PoE 和(R)BCM 预测时运用了训练时的数据子集，有 i i
   ，N M ，

而 GRBCM 的预测则使用了增广的数据子集，有 1i c i


    ， 1N M  ，

1 i N  。此外，可以通过不同的假设看出，(G)PoE 通过对角阵近似完整的核矩

阵，而(R)BCM 则在此基础上加入了先验信息，GRBCM 则使用了爪形矩阵。进

一步，对于所有聚合模型，拓展假设则都可以使用信息更多的数据子集

1i c i


    或 1 2i c i i


       等。 
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不考虑 i
 具体的组合方式，聚合模型的预测均值与预测方差可以写成如下

形式： 

            2

1

2 2

1

1
M

i c c
i M

M

i i i
i M N N

     
 

 


  

   


   


 
  

 
 x x x xx x （4.5） 

      
1

2

1

2 2 1
M

i
i

M

i i
i M N M N

    
 



 
 

    

   
 

  x x x   （4.6） 

其中子模型
p
c 提供了全局预测       2| , ,c c cp y      x x x ，(R)BCM 模

型中      2 2 2,k           x x x x 是先验的预测方差，而在 GRBCM 中则使

用了信息更丰富的全局预测方差代替了先验方差，有  2 2
c    x 。此时，除了

不同模型中聚合方式的不同，还有权重的选择方式、数据子集的选取方式没有确

定。因此，下一节则综合考虑权重、数据分块与聚合方式导致 GP 聚合模型不同

的一致性。 

4.2 收敛性	

对于一些具体的 GP 聚合模型，在预测时不加上观测误差
2
 的情况下，预

测的非一致性已经被 Deisenroth 和 Ng（2015）[118]观察到，理论上的证明则由

Rullière 等（2018）[122]给出。并且，预测含观测误差的 GP 聚合模型的（非）一

致性已经由 Liu 等（2018）[120]给出证明，其中考虑了数据分块使用了随机抽样

与聚类算法的两类聚合模型。特别地，本文总结了：一预测点 x 远离输入数据 X

的时候，二预测点 x 落入输入数据 X的时候，GP 聚合模型的一致性。并且，由

此讨论了两者数据分区（随机分区和聚类分区）的优势，以及提供一致预测的

GPoE 和 GRBCM 的局限性。为了加以区分不同的数据分区方法，令输入数据 X

在输入域  0,1
d 上是稠密的，即对于输入域上的任意一点 x ，当 n 时

有最小距离 1lim min 0n i n i-    x x 。 

首先讨论预测点 x 远离输入数据 X 的情况。给定预测点 x 的相对距离

min
i

ir   
 

x X
x x ，每个子模型相当于完整的 GP 模型给出预测方差

   2 2lim
ir i    x x ，这同样说明，理想的 GP 聚合模型的预测方差也因收敛

到先验  2 x 。由预测公式（4.5）、（4.6）可得，PoE 产生了“过于自信”的预

测，因为    2 21PoE r M    x x 。相反，传统的 GPoE（tGPoE）使用了变化

的权重（即对于不同的子模型，权重不同）     2 20.5 log logi i     x x ，该

权重表示了先验  |p y x 与后验  | ip y  , x 在微分熵上的差异，而这权重在 x

远离 X时会收敛到 0，导致了“爆炸”的预测方差，即  2
tGPoE r   x 。为了解

决该问题，其中一种方法是为 GPoE 使用更简单的权重 1i M  [116]，这可以直

接导致理想的预测方差    2 2
GPoE r    x x 。另一种方法则是使用(R)BCM 模
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型 ， 该 类 模 型 使 用 的 先 验 信 息 可 直 接 获 得 理 想 的 预 测 方 差

   2 2
( )R BCM r    x x 。特别地，RBCM 还可以保留这种变化的权重，其中

名字中的 R 是 robust 的缩写，因为该变化的权重可以降低预测能力弱的子模型，

从而使模型的预测更加鲁棒。对于 GRBCM，根据权重 

     2 2

1, 2,

0.5 log log ,3i
c i

i

i M


  

     x x
  （4.7） 

可得    2 2
GRBCM r    x x 。当 2i  时，权重 i 保持着常数，保证 GRBCM 的

预测方差收敛至  2 x ，而当3 i M  时， i 则以变化的权重体现作用，随着

数据量大小 n的增加该权重将收敛至 0。 

表 4.1  预测点 x 落入输入数据 X时，使用随机分区的预测均值与方差的收敛性，其中

  2 2 2 1f fa     
   x 。 

 PoE tGPoE GPoE BCM RBCM GRBCM 

    x    f x    f x    f x    fa x    fa x    f x   

 2

 x   0 0 2

f   0 0 2
f   

然后，本文讨论预测点 落入输入数据 X的情况。特别地，该情况可以按

数据分区的方式划分为两种子情况，即随机分区和聚类分区。给定一些条件，并

令子集大小满足 nn M  ，当数据子集 iX 是从数据 X中的不放回抽样取得

的，则有一致性23    limn i f   x x 和  2 2limn i f   x 。然后，根据预测

公式（4.5）、（4.6），使用随机分区的 GP 聚合模型的预测一致性列在表 4.1

中。对于 PoE 类，预测方差有  2 2limn fM  
   x ，其中 limn i  。PoE

与 tGPoE 分别使用了权重 1  和   2 20.5log f    x ，两者都因为

limn M  提供了不一致的预测，但使用 1 M  的 GPoE 则不存在该问题。

幸运的是，PoE 类的预测不一致性只体现在预测的方差上，而预测的均值是一致

的，有      2 2limn f f f fM M     
     x x x 。而对于当前情况下的

(R)BCM ， 同 样 存 在 着 预 测 不 一 致 的 问 题 ， 其 中 预 测 方 差 有

      2 2 2 2limn f MM       
           x x x ，不过可以发现，令权重

为 1i M  时该预测方差可以收敛到真实的预测方差
2
f ，而当M 时预测均

值有           2 2 2 2limn f f f fM M          
           x x x x x ，显

然当  2 0
  x 时预测的均值才一致。对于 GRBCM，预测公式（4.5）、（4.6）

可以重新写成 

                2 2 2 2
2 2

3

M

GRBCM GRBCM i i i c c
i

          
       



     
x x x x x x x x

（4.8） 
                                                              
23注：关于样本内估计的一致性理论可见 Choi 和 Schervish（2004）[21]，关于样本外预测的一致理论可见

Vazquez 和 Bect（2009）[20]。 

x
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         2 2 2 2
2

3

M

GRBCM i i c
i

       
   



  x x x x   （4.9） 

其中全局子模型提供了一致性预测（即    2 n f   x x ，  2 2
2 n f  x ），

而其他子模型的作用则是在此基础上修正，并且当M 时几乎没有影响，即

        2 2 0i i i c c n     
     x x x x 和     2 2 0i i c n   

   x x ，故

导致了 GRBCM 的一致预测。但是，当 nM  时，GRBCM 需要一个更大的

子集大小 n M 来维持预测的一致性，如满足
2lim 0n n M  ，细节请见 Liu 等

（2018）[120]。 

表 4.2 预测点 x 落入输入数据 X时，使用随机分区的预测均值与方差的收敛性，其中

  2 2 2 1f fa     
   x 。	

 PoE tGPoE GPoE BCM RBCM GRBCM 

 




x   f



x   f



x     f

a

x   f

a

x   f



x  

 2

 x  0 0    2 2 2

f GPoE  
  x x  0 0 2

f   

对于聚类分区，则可以考虑两个有代表性的数据子集，即离预测点 x 最近

的子集 aX 和最远的子集 bX 。满足一定条件时，使用子集 aX 的子模型可以提供

一致的预测，有    limn a f   x x 和  2 2limn a f   x [20]。因为输入域是

有界的，所以可得    2 2limn b    x x 。因此有    2 2 2limf n i      x x ，

此时预测的一致性可见表 4.2，这些结果同样可以通过公式（4.5）、（4.6）得到。

给定平稳过程，因为子模型给出的估计为无偏估计，有    i f   x x 。虽然

(tG)PoE 和(R)BCM 给出了“过于自信”的预测方差，但它们仍能保证预测的均

值是收敛的。对于 GPoE 而言，有  2 2limn f   x 且  2 2 0f    x 暗示着其

预测均值并不能收敛，即使是 n 的情况。此时，只有 GRBCM 给出了一致的

预测，其得益于随机分区而得的全局数据子集 c 。 

进一步，本文将讨论一下不同分区方式的优势与劣势。之前对于不同分区，

GP 聚合模型的一致性体现了那最接近 x 的一个数据子集是一致性的来源。首先，

给定 n M ，M 足够大但是是有限的，此时则有    2 2
, ,i r i k  x x ，其中

1 i M  ，r 表示随机分区，k 表示聚类分区，则除了 GRBCM 可以得出结论

   2 2
, ,r k   x x 。 对 于 (R)BCM 而 言 ， 预 测 的 均 值 则 有

     , ,f r k      x x x 。由此可见，当数据子集大小足够大时，随机分区

会比聚类分区更快得收敛。对于 GRBCM 而言，     2 2 0i i c   
  x x ，

2 i M  ，意味着不同的分区方式在理论上不影响聚合模型的收敛性。然后，考

虑含有更少数据点的子模型，即 nM  。这种情况则可以直接由表 1 和表 2

看到，随机分区仍然在理论方面具有一定的优势。然而，在现实应用当中，子模

型等同于完整的 GP 模型，其数据子集大小 n M 仍被限制在了  410 。在这种
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情况下，使用随机分区的子模型则可能由于不充分的信息而使得其难以建模快速

变化的特征24，因为当数据点不充分时，根据极大似然估计得出的 GP 模型会倾

向于平滑掉一些快速的波动。相比之下，基于聚类分区的子模型则在局部给出了

更有效的预测，因为其在局部具有更高的数据密度，并且聚类分区在中小数据集

实证方面的优势可以参见 Liu 等（2018）[120]、Rullière 等（2018）[122]。为了优

先保证 GP 聚合模型的预测是一致的，在没有特别说明的情况下，本文使用随机

分区划分数据子集。特别地，在给出说明的情况下，本文使用下标“r”代表随

机分区，用下标“k”代表使用 K-means 算法的聚类分区。 

最后，本小节讨论一致的 GPoE 和 GRBCM 的特点。明显地，GPoE 非常适

合处理数据量巨大（如 610n  ）、特征变化不快的数据集，因为使用了随机分区。

相反，虽然 GRBCM 被数据子集的大小所限制，但是当数据集的大小相对较少

时（如 4 510 10n  ），GRBCM 的预测效果更佳，因为在预测时子模型使用了信

息更丰富的增广数据子集 i
 ，它在全局子集 c 上进行了修正。鉴于 GPoE 和

GRBCM 在不同数据集上的有效性，则可以拓展两者模型使得其对于多种大小的

数据集依然保持有效的一致性，尤其是对于大数据集。 

4.3 双层聚合模型	

 

图 4.2  双层聚合模型 GPoGRBCM 结构 

本文提出的 GPoGRBCM 是一个嵌套的二层模型，即将 GRBCM 嵌入 GPoE

以替代其原本的完整 GP 模型，这样可以近似地拓宽子模型的限制，模拟子模型

在更多数据点上预测的结果。GPoGRBCM 的结构如图 4.2 所示。在 GP 聚合模

型框架下，首先使用随机抽样将数据集划分为 M1 个数据子集  1

1

M

i i
D


，使得所

有的第一层数据子集都能够描绘隐函数的全局特征。然后，将 GRBCM 替代原

始的完整 GP，进一步将 i划分为更小的数据子集  1, 2

, 1, 1

i M j M

i j i j

 

 
 用于训练，并且组

                                                              
24快速变化的特征指的是在单位输入域范围内，真实的输出随着输入变化的变化范围非常大。 
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成一系列的增广数据集    2

, , , 2
,

M

i j i c i j j




   用于预测。给定独立性假设 i k  对

于1 1i k M   和 , , ,| ,i j i l i c y   对于 2 2j l M   ，并且权重也可以由 GPoE

和 GRBCM 中得到 

 

    
,

2 2
, , ,

1 1,1 1,

1, 2,

0.5 log log ,3 2,

i

i j

i j i c i j

M i M

j

j M




   

     


    x x

  （4.10） 

可以通过贝叶斯法则按如下方式近似精确的后验分布  | ,p y  x ： 

          
 
 

,

2
,2

2
1 1

, , ,2

1 1
, ,

| , ,
| , | ,

| ,

i i j

i
M

i i jj

M
M M

i j i j i cj
i

i i
i c i c

p y
p y p y

p y

 



 


 
   

 
 

 



 

 
 



x
x x

x
（4.11） 

而预测的均值与方差可以如下表示 

        
1

2 2

1

,
M

GPoGRBCM GPoGRBCM i i i
i

       


 x x x x   （4.12） 

    
1

2 2

1

M

GPoGRBCM i i
i

   
 



 x x   （4.13） 

其中  i x 和  2
i x 在 GPoE 中为完整的 GP 给出的预测结果，而在此处则由

GRBCM 替代： 

                
2 2

2 2 2
, , , , , ,

2 2

1 ,
M M

i i i j i j i j i j i c i c
j j

        
     

 

  
    

   
 x x x x x x  

 （4.14） 

      
2 2

2 2 2
, , , ,

2 2

1
M M

i i j i j i j i c
j j

      
  

 

 
   

 
 x x x   （4.15） 

从该模型的结构中可以清楚地发现，当 1 1M  时 GPoGRBCM 退化为 GRBCM，

并且当 2 1M  时 GPoGRBCM 退化为 GPoE。对于预测的极限性质，当预测点

远离输入数据 时，GPoGRBCM 的预测能够返回到先验分布，并且，给定

1 2 nn M M  ，
2lim 1 2 0n n M M  25和零均值的平稳核函数，当预测点

落入输入域时有 

    lim GPoGRBCM fn
  

x x   （4.16） 

  2 2lim GPoGRBCM fn
 

x   （4.17） 

若 1 2M M M  ，GPoGRBCM 则在时间复杂度上与(G)PoE 和(R)BCM 处于

同一水平。但是，事实上 GPoGRBCM 的运算速度总会比上述模型大一些，因为

当数据子集分好块以后，该模型需要像 GRBCM 一样转置一个更大的增广矩阵。

假如每一个数据子集大小同为 1 2n M M ，则 GPoGRBCM 预测的时间复杂度为

                                                              
25
  给定 1 2M M M  ，GRBCM 需要相对更大的数据子集来确保

2 2lim 1 2 0n n M M  。 

x

X
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 2 1 2O n M M ，主要花费在聚合子模型给出的后验方差上。而 GPoGRBCM 的

训练时间与其他的聚合GP一样，因为训练的过程都是通过类似PoE的聚合方式，

但其可以有效地减少数据集在分区方面所耗费的时间，如：当数据量 510n  时，

原始的 K-means 算法在聚类时会花费大量的时间且难以收敛。 

最后，这个双层的聚合模型同样如分布式 GP 一样，可以拓展到更深的多层

模型，而 GPoGRBCM 的一致性也以为着可以任意组合 GPoE 和 GRBCM 而不失

一致性。但值得注意的是，多层的 GPoE 与单层的 GPoE 在设置相同时返回的预

测结果是相同的[118]，其仅仅拓展了模型的计算性。因此，GRBCM 可以为其上

层的子模型提供更精确的预测，因为其本身在预测时，除了全局的子模型，其他

子模型的作用是修正全局子模型给出的预测。总而言之，聚合 GP 的多层模型确

实能够通过分布式以及并行运算来降低计算所消耗的时间。 

4.4 数值实验	

本文通过两种指标评估预测结果，因为 GP 模型的优势在于其不仅能给出预

测，而且可以度量预测的不确定性，故一类指标衡量预测的精确性，而第二类指

标则主要描述预测分布的准确性。首先，本文使用标准化的均方误差（standardized 

mean square error，SMSE）来度量模型预测的精确性，其公式可以定义如下 

 
 
 

2

1
2

1

n

k kk
n

kk

y
SMSE

y





 








 y

  （4.18） 

其中 ky 和 k 分别表示第 k 个预测点 x 上的真实目标值与模型预测的均值。

SMSE 可以看作衡量预测均值与真实隐函数的值之间差异的标准，并且当我们使

用训练集中的全体输出 y的均值作为预测时，其值为 1。此外，为了度量预测的

后验分布的精确性，本文使用了平均标准化对数损失（mean standardized log loss，

MSLL） 

     
1

1
log , var log | ,

n

k k
k

MSLL p y
n



 


     y y x  （4.19） 

其中      22 2log | , 0.5 log 2k k k k k kp y y       
      x 。具体地，MSLL 越

小表示模型的质量越高，而当模型给出与全体训练输出 y的均值与方差时，MSLL

将会等于 0。 

4.4.1 玩具数据集 

该节内容主要通过一个简单函数生成的数据集来研究前文提到过的各种聚

合 GP 模型，该函数可以表示如下： 

          2 35 sin 12 0.5 sin 3 0.5 4cos 2y x x x x x x       （4.20） 
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其中  0,0.25  。依据 Liu 等（2018）[120]的设置，我们随机生成多个数据集，

其中用于训练的数据集的大小分别为 4 4 5 5 610 ,5 10 ,10 ,5 10 ,10n    ，取值区间为

 0,1 ，而用于测试的数据集则随机从 0.2,1.2 中生成 0.1n n  个测试点。数据预

处理时，本文先将 X的每个特征以及 y标准化至均值为 0 和方差为 1。每个子模

型被分配的数据量大小为  1 2 500n M n M M  。本文通过GPML v4.2工具箱[150]

和 Liu 等（2018）[120]分享的代码实现聚合 GP 模型，并且，核函数使用 SEARD

核函数，有初始化参数
2 1l  ， 1il  和

2 0.1  ，而优化算法则使用的是共轭梯

度下降法，本文将下降的最大步数设为了 25。所有的代码在一台普通的个人电

脑上运行，其配置为 3.60GHz 和 8GB RAM。 

 

图 4.3  聚合 GP 模型应用于玩具数据集的结果，其中子模型的大小 n M （ 1 2n M M ）

分别为 50 和 500，数据集的大小n为 10000， 1n M 表示 GPoGRBCM 的第一层大小。 

图 4.3 展现了 7 种聚合 GP 模型与完整 GP 模型在数据量为 410n  下比较的

结果，其中数据子集的大小展示了  1 2 50n M n M M  和 500 的两种情况。依

据此图，可以直观地理解本文所说的预测的“有效”一致性。根据 2.3 节的极限

理论，PoE 和(R)BCM 明显不能收敛至含噪声的隐函数。相反，其他的聚合 GP

模型则随着子数据集大小的提升而给出了一致的预测。然而当数据子集大小为

50n M  时，GRBCM 在 0,1 上给出了局部很奇怪的预测，这也暗示着太小的数

据子集不能满足条件
2lim 0n n M  ，从而导致预测的不一致性。对于

GPoGRBCM，令第一层子集大小 1 2000n M  ，其得益于 GPoE 和 GRBCM 的特

色，成功地产生了接近于 NPAE 的一致预测结果。此外，当数据子集所包含的数

据量过少时，明显地能观察到该模型在区间 1,1.2 上给出了过于保守的预测方差。 

图 4.4 则给出了聚合 GP 模型基于不同数据集大小 n 的比较结果。图 4(a)和

(b)显示了三种模型所消耗的时间—数据分块时间、训练时间、预测时间。注意
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NPAE 在处理 45 10n   的数据集时花费的时间会超过一星期，并且 GRBCM k 由

聚类算法所消耗的时间在 55 10n   时爆炸增长。相较于 GRBCM k ,GPoGRBCM k

则通过分块以后再聚类的方法有效地解决了聚类算法耗时长的问题。此外，图

4(c)和(d)显示了除 GRBCM 外的聚合 GP 模型在所给的数据大小范围内保持着稳

定的预测，其中 GPoGRBCM 给出了最优的预测。对于 GRBCM 而言，从预测的

表现结果可以发现在 510n  的情况下，其难以通过固定的数据子集大小

500n M  来保证预测的一致性。 

 

图 4.4  不同聚合 GP 模型在玩具数据集上关于运行时间、SMSE、MSLL 的比较 

 

图 4.5  不同 GP 聚合模型在玩具数据集上随着子模型大小变化的一致性，其中数据集大小
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n分别为
510 和

610 。 

图 4.5 则比较了一致的聚合 GP 模型对于数据子集大小的接受能力。本文以

数 据 集 大 小 510n  和 610 为 例 ， 比 较 了 当 数 据 子 集 大 小 为

 1 2 100,500,1000n M n M M  时提供一致预测的聚合 GP 模型的预测结果。

GRBCM 的结果显示了其需要更大的数据子集大小来满足一致预测的条件，如当

510n  时有 500n M  ，或当 610n  时有 1000n M  。GPoGRBCM 则产生了对

于数据子集大小而言更加稳健的预测结果，尤其是当数据子集很小时，其预测结

果明显优于 GPoE。 

表 4.3  当数据集大小为 10
6
时，GPoGRBCM 使用不同分区方法与不同的第一层 / 1n M 、第

二层 / 1/ 2n M M 大小的结果比较。 

GPoGRBCMk 的 SMSE(MSLL) 

n/M1/M2 n/M1 

2000 5000 10000 100000 

100 0.1029(-1.4940) 0.1249(−1.4525) 0.1183(−1.4715) 0.0562(−0.3044) 

500 0.0684(−1.5579) 0.0645(−1.5737) 0.0718(−1.5538) 0.0936(−1.5062) 

1000 0.0348(−1.6457) 0.0539(−1.5944) 0.0562(−1.5928) 0.0858(−1.5008) 

GPoGRBCMr 的 SMSE(MSLL) 

n/M1/M2 n/M1 

2000 5000 10000 100000 

100 0.0688(−1.5541) 0.0486(−1.6019) 0.0460(−1.6057) 0.1422(6.1674) 

500 0.0450(−1.6109) 0.0385(−1.6330) 0.0380(−1.6433) 0.0346(−1.6812) 

1000 0.0351(−1.6443) 0.0350(−1.6479) 0.0319(−1.6621) 0.0495(−1.6117) 

接着考虑 GPoGRBCM 的第一层子集大小 1n M ，其实验结果如表 4.3 所示。

注意，由理论可得，当第一层的子集大小非常小时，GPoGRBCM 的预测会更接

近于 GPoE，而当第一层的子集大小非常大时则 GPoGRBCM 的预测会更接近于

GRBCM。GPoGRBCM k 的最优预测是在第一层子集大小非常小时，这也意味着

GRBCM 过度的修正效应并没有起到好的作用。相反，GRBCM 配合第二层数据

子集是随机分区的时候产生了良好的预测，因为对于公式（4.20）这种变化缓慢

的函数，使用随机分区去修正全局信息是一个比较稳健的保持一致性的方法。 

4.4.2 现实数据集 

本节当中，将比较各种聚合 GP 模型在一系列 UCI 数据集上的综合表现。除

了 song 数据集，每一个数据集将随机地按 4 :1的比例分为训练集与测试集26。

superconductor[151]数据集包含了一系列与超导体临界温度有关的特征。protein[152]

数据集包含了蛋白质三级结构的理化性质。wec[153][154]数据集由波能转换器的位

                                                              
26  song 数据集本身自带了训练集与测试集，为了避免专辑生产的时间等因素产生的影响。 
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置与吸收的波强组成。song[155]数据集则是通过音频特征推断音乐发行的年份。

electric[152]数据集则是一系列关于家庭电能消耗的指标。co[156][157]数据集则用来

估计 CO 的密度，根据温度调制的金属氧化物气体传感器获取的数据。本文通过

上述 6个数据集评估聚合GP模型的能力。其中数据集的一些参数由表 4.4给出，

数据子集个数 M 是事先设定的参数，同理(M1,M2)是模型 GPoGRBCM 中的，而

设定时考虑了数据子集的大小，个数多少是为了确保每个数据子集拥有约 1000

个数据。特别地，对于数据集 co，本文保证了每个数据子集的大小在 500 左右，

以节约模型在大数据上运行的时间。为了保证 GPoGRBCM 与其他模型是可比较

的，本文令 1 2M M M  。其他的一些设置如 4.4.1 节所示。 

表 4.4  六个现实数据集的特征以及模型参数（子模型大小）设置 

数据集 n（训练样本） n*（测试样本） D（输入维） M (M1,M2) 

superconductor 17 011 4252 81 18 (3,6) 

protein 36 584 9146 9 36 (6,6) 

wec 230 400 57 599 48 230 (10,23) 

song 463 715 51 630 90 460 (23,20) 

electric 1 639 424 409 856 6 1639 (80,20) 

co 3 074 528 768 632 18 6160 (77,80) 

 

 

图 4.6  不同聚合 GP 模型在六个现实数据集上的结果。实验使用 Matlab 的四核并行运算。

对于左边两个数据集，实验重复了 10 次；对于中间的两个数据集，实验重复了 5 次；对于

右边的两个数据集，实验重复了 3次。GRBCMk因为在分区时花费了过量的时间，故在右边两

个数据集上没有数据点。 

纵观图 4.6，BCM 和 RBCM 总是给出了较差的预测均值与预测方差。PoE

与 GPoE 经常给出相似的预测均值，且预测表现在大数据集上表现较优。但是

PoE 总是给出了较差的预测方差，这点可以从聚合 GP 模型的理论一致性可以体

现出。并且，GPoE 预测的侧重点为预测的方差上，可以看出其预测均值在一些
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数据集上表现并不良好，如 superconductor数据集和 electric数据集。考虑GRBCM

模型，其在 superconductor 数据集、protein 数据集和 wec 数据集上表现优异，但

对于一些更大的数据集，其预测结果则相对较差。相反，GPoGRBCM 总是提供

了不错的预测结果。这意味着使用双层结构可以帮助模型在百万级的数据集上保

持有效的预测一致性，其中数据子集的大小被实际情况限制在 410 以内。在大数

据集上，GPoGRBCM 的预测优于 GPoE 的预测，因为考虑 GPoGRBCM 的 GPoE

结构（即第一层）时，它近似了一个更大的、不再被限制在 410 以内的数据子集。 

表 4.5  GPoGRBCM 中分区方法、第一层大小、第二层大小的关系。当第二层大小为 250 时，

(M1,M2)=(40,160),(80,80),(160,40)；第二层大小为 500 时，（M1,M2)=(40,80),(64,50), 

(80,40)；第二层大小为 1000 时，（M1,M2)=(20,80),(40,40),(80,20)。 

GPoGRBCMk(GPoGRBCMkGPoGRBCMk) 

n/M1/M2 SMSE 

M1 > M2 M1M2 M1 < M2 

250 10.3122(+0.9628) 10.1735(+0.8735) 11.2764(+0.1356) 

500  9.8378(+0.4402)  9.5327(+0.6083)  9.8006(+0.4084) 

1000  9.3939(+0.5625)  9.3604(+0.4193)  9.2101(+0.5802) 

n/M1/M2 MSLL 

M1 > M2 M1M2 M1 < M2 

250 −3.4155(+0.1056) −3.3786(+0.2442) −3.2976(+0.3032) 

500 −3.4537(+0.0853) −3.4598(+0.1291) −3.4147(+0.1625) 

1000 −3.5095(+0.0632) −3.4846(+0.0915) −3.4633(+0.1956) 

与其他聚合 GP 模型不同的是，GPoGRBCM 是一个双层的模型，故当比较

数据子集大小 1 2n M M 时，需要关注其第一层数据子集的大小 1n M 。此时本

文同时考虑使用随机分区与聚类分区的 GPoGRBCM 模型，在广泛使用的 electirc

数据集上进行实验。表 4.5清楚地显示了聚类分区在该实验中具有压倒性的优势。

而且，预测的精确性主要取决于数据子集 1 2n M M 的大小。而第一层数据子集

的大小 1n M 则控制了 GPoGRBCM 模型是更接近于 GPoE 还是 GRBCM，其中

当 1 2M M 时模型像GRBCM一样修正以提供更优的预测均值，而当 1 2M M 时

则如 GPoE 一样注重全局以给出更优的预测方差。 

最后，考虑聚合模型对于优化算法的鲁棒性，本文分别比较了最大优化步数

为 25、50、100 和 500 的优化算法对模型结构的影响。图 4.7 简明地揭示了对于

不同的最大步数，模型 GPoGRBCM k 有着最优的 SMSE 和 MSLL，且其对最大

步数不敏感。 
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图 4.7  共轭梯度下降算法的最大迭代步数对聚合 GP 模型精度的影响。 

4.5 结论与讨论	

为了保持模型在大数据集上的有效的一致性，本文从分析典型的聚合 GP 模

型的收敛性开始，推导出拥有嵌套双层结构的 GPoGRBCM 模型，其结合了 GPoE

关注全局的能力以及 GRBCM 捕捉局部特征的能力。本文也通过大量的实验来

证明 GPoGRBCM 模型的有效性，尤其是当数据集的大小 510n  且聚类分区也被

运用到模型中时。此外，当遇到中等数据集时，GPoGRBCM 能够还原到更精确

的 GRBCM。 

虽然聚合 GP 模型是一类具体的拓展 GP 到大数据集上的方式，但是对于大

多的近似模型而言总会涉及到一个问题—“GP 需要完整的数据集吗？”[91]。换

言之，我们需要用到多少数据点去描绘或者说是“控制”各种各样复杂的隐函数?

如聚合 GP 模型中每个数据子集需要多少个数据点，或稀疏近似 GP 模型中需要

多少个归纳点？ 
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5 变分稀疏异方差高斯过程回归中的诱导点选择 

在先前的介绍中，已经了解了高斯过程回归模型在各领域都有着广泛的应用，

并且知道其优势在于能够度量预测的不确定性。但从模型的设置上看可以发现，

噪声方差或者说是观测方差
2
 总被假设为常数，这直观地看并不能满足所有任

务与应用的需求，所以需要异方差模型去模拟复杂的数据生成模式，如在金融时

间序列领域被广泛应用的经典的 GARCH 模型[158][159]。一个直接的想法是将噪声

方差与输入 x直接挂钩，即之间通过位置去建模噪声方差，但这些做法通常会导

致训练与预测难以分析，因为标准的高斯过程回归模型还有一个好处是其分析的

结果都有解析形式。 

至今为止也有大量的工作致力于解决异方差高斯过程回归（Heteroscedastic 

GP，HGP）模型中不可解析的边际似然  p y 和预测分布  | ,p y  x 。比起多

阶段分别建模隐函数 f 与噪声 的方法[160][161]，将两者纳入统一框架下的方法会

更具吸引力。无论是直接将隐函数与噪声使用两个 GP 来建模[162]，还是间接地

非线性组合它们，都需要用到许多近似方法，如 MCMC[165]、最大后验估计[166]、

变分推断[70][170][171]、期望传播算法[172][173]、拉普拉斯近似[174]。MCMC 与拉普拉

斯近似会更加耗时，不太适合处理大数据；而最大后验估计是点估计，可能会导

致模型过拟合；期望传播算法则与变分算法类似，是确定性近似，但该算法并不

能保证收敛。相比之下，变分法即保证了收敛性，又适合处理大数据，而且天然

地具有抗过拟合的能力。 

本部分内容主要关注分布式变分稀疏 HGP（Distributed Variational Sparse 

HGP，DVSHGP），它同时通过全局近似与局部近似加速运算，其中全局近似指

的是使用诱导点方法，局部近似指的是使用聚合模型方法。当诱导点方法被使用

时，一个很自然的问题，即是使用多少个诱导点才能够提炼原数据集的绝大多数

信息或者说保证高质量的近似呢？从核函数的视角来看，Nystrom 方法已被大量

运用于核机器学习模型中[175]，特别是为这些模型提供统计上的保证[176]，如收敛

率。有限维近似模型作为基于模型视角的代表，也已被应用到 HGP 中。特别地，

Ferrari-Trecate 根据最大的 m 个特征值与
2 n 的关系来选择最优的维度。随后，

变分法也被应用到全局近似当中。Titsias 为挑选诱导点设计了后验的贪婪 EM 算

法，David 则通过约束边际似然的上下界（等同于约束 KL 散度）给出了先验的

选择策略，即使用  logDm n 个诱导点去近似 D 维的 SE 核[140][177]。 

根据先前的描述，两种建议分别偏向理论与实践。理论方面，主要考虑 KL
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散度的上界，因为标准 GP 回归模型关于诱导点的边际似然的上界 upL 与下界 lowL

是可以解析的。或者使用对数边际似然直接减去证据下界（Evidence Lower Bound，

ELBO）  log p KLy ，得到 KL 散度的解析形式。但对于 HGP，虽然其边际似

然及其上界是存在的，如 EUBO[178]和 CUBO[179]，但是都没有解析形式。对于应

用而言，添加大量的诱导点直到 ELBO 不再上升是一个比较保守的方法，即使

如此，在实践中还得面对什么时候停止添加点和怎么添加点的问题。 

对于 DVSHGP，它有着强于标准 GP 的解释能力以及综合全局近似与局部近

似的良好拓展性，这驱使本文以该模型为研究对象，想要考虑其收敛率。首先，

本文通过比较 VSHGP 和 VHGP，研究了诱导点为该模型带来的影响。基于此，

最小化标准核函数矩阵与 Nystrom 近似矩阵差的秩可以被作为一个充分条件来

最小化 VSHGP 与 VHGP 模型之间的差别。因此，本文（i）使用 SE 核与 SEARD

核矩阵的迹的上界，给出了诱导点个数选择的先验建议；（ii）拓展了 Titsias 的

后验贪婪 EM 算法，使得 DVSHGP 能够迭代地基于迹添加诱导点，以至期望的

预测精度。 

5.1 分布式变分稀疏异方差高斯过程回归模型回顾	

HGP 回归任务可以由      y f  x x x 表示，其中  f x 为真实值函数，

  x 为观测噪声，服从 

     0, ,ff k x x x ，     20, ,N  x x  （5.1） 

    2 ge  xx ，     0 , ,gg GP k x x x   （5.2） 

其中指数项  ge x 保证了方差为正，常数均值 0 提升了对于噪声的建模能力。另

外，非稀疏且非变分的 HGP 仅依赖于 GP 的超参数  0, ,f g   ，其中 f 和 g

由具体的核函数决定，通常可以使用常用的 SEARD 核，同式（2.2） 

    2

2
2

1

1
, exp

2

D
i i

i i

x x
k v

l

 
   

 
 

x x ， （5.3） 

其中 2v 为输出信号超参数， il 为第 i 维的输入尺度超参数。 

给定数据集  , X y ，则有先验 

    | , f
nnp N 0f f K ，    0| , g

nnp N  1g g K ， （5.4） 

其中 n n 矩阵中的元素为  ,f f
nn i jij

k   K x x 和  ,g g
nn i jij

k   K x x 。相应地，似

然函数有    | , | ,p N y f g y f  ，其中协方差阵为对角阵，有   ig

ii
e  x 。 

为了加速 HGP，稀疏近似的框架为真实值函数使用了 m 个诱导点，即在输

入位置 mX 上有  | , f
m m mm0f f K ，相应地对噪声使用类似的 u 个输入输出对

 ,u uX g ，有  0| , g
u u uu 1g g K 。此时，条件分布则可如下表示 
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     1
| | ,f f f f

m nm mm m nn nnp


 f f f K K f K Q ， （5.5） 

       1

0 0| | , ,g g g g
u nu uu u nn nnp  


   1 1g g g K K g K Q  （5.6） 

其 中  ,f f
nm mkK X X ，  ,g g

nu ukK X X ，   1f f f f
nn nm mm mn


Q K K K ，

  1g g g g
nn nu uu un


Q K K K 。 

5.1.1 训练 

为了解决用于训练的对数边际似然  log p y 的不可解析问题，变分法导出了

其可解析的下界 ELBO 

             
        ,

log log || |
p

ELBO q q d KL q p
q

  
z y

z z z y z z y
z

， （5.7） 

其中  , , ,m uz = f g f g ，  q z 是变分分布。因为  || 0KL    ，所以只要  q z 足够

接近精确的后验分布  p z | y ，ELBO 可以作为  log p y 的替代品。因此，变分

法的目标是使变分分布  q z 尽可能接近后验  p z | y ，这也等价于以最小化

ELBO 为目标训练超参数。此时，由于真实值函数与噪声的独立性，后验分布及

其近似可以分解如下 

          m u m up p p p pz | y f | f g | g f | y g | y  （5.8） 

          m u m up p p q qz f | f g | g f g   （5.9） 

使用平均场假设，当  uq g 给定时有最优变分分布  mq f ，反之亦然。一种

方法是使用坐标上升法（Coordinate Ascent Variational Inference），迭代地生成局

部最优分布。基于梯度的方法则固定了关于  uq g 的最优分布  mq f ，即优化时

只需考虑分布  uq g 。给定变分分布    | ,u u u uq  g g   ，更紧的变分下界可

以导出为 

        
      

    

1log | , 0.5Tr

0.25Tr ||

f f f
sparse u nn g g nn nn

g u u

ELBO q

KL q p

     
   

0g y Q R R K Q

g g
（5.10） 

其中 gR 为 n n 的对角阵，元素为
2g gi ii

g ii
e
         R
 

，根据  |p g y 的近似

     u u uq p q d g g | g g g 有均值和方差 

    1

0 0 ,g g
g nu uu u  


  1 1K K   （5.11） 

    1 1
.g g g g g g

g nn nn nu uu u uu un

 
  K Q K K K K    （5.12） 

进一步，一个 n n 的对角矩阵 nn 可被用来降低变分参数的数量，即从原来均值

和协方差需要  1 2u u u  个参数降为 n 个，该方法在需要大量诱导点的任务中

效果明显。此时由驻点方程 0sparse uELBO   和 0sparse uELBO   可得最优参

数 
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   00.5 ,g
u un nn   1 1K I   （5.13） 

      1 1 11 .g g g g g
u uu uu un nn nu uu

    K K K K K    （5.14） 

至此，只要通过优化 ELBO 来联合训练所有的超参数  , , ,nn m u X X  ，之后

就可以直接进行预测。 

特别地，当我们令 mf f 和 ug g 时，非稀疏版本的 ELBO 可以表示为 

                log | , 0.25Tr ||f
full nnELBO q KL q p   0g y K R g g （5.15） 

其中对角阵 n nR 有元素      2
i ii

ii
e

R
 

，并且相应有 

  00.5 ,g
nn nn   1 1K I   （5.16） 

   11 .g
nn nn

  K    （5.17） 

5.1.2 预测 

虽然预测分布  | ,p y  x 不能直接由封闭式的推断得出解析形式，但其均

值 与方差
2 可以使用近似方法得到相应的解析形式。令  f f  x ，真实值

函数的近似后验分布有        2| | ,m m m f fq f p f q d N f  
 


    f f f ，其中 

 
1 1 ,f f

f m R mn g


 
 k K K R y  （5.18） 

   12 1 ,f f f f f f
f m mm m m R mk


 
      k K k k K k   （5.19） 

其中
1f f f

R mn g mn mm
 K K R K K 。令  g g  x ，则对于噪声同样会有相似的预测分

布        2| | ,u u u g gq g p g q d N g  
     g g g ，其中 

    
1

0 0 ,g g
g u uu u  




  1 1k K   （5.20） 

    1 12 1 .g g g g g g g g g
g u uu u u un nn nu uu uk


 
       k K k k K K K k   （5.21） 

给定似然函数    | , | , gp y f g y f e 
     ，其近似的后验分布可以表示为

       | ,q y p y f g q f q g df dg         ，并且该分布的均值与方差可以使用高斯

赫米特正交法写成解析形式，有 

 f 
  ，

2 22 2 g g

f e
    




   。 （5.22） 

5.2最优诱导点	

理想情况下，被选择的诱导点的个数需要满足使 KL 散度非常小的能力。然

而 ， 不 可 解 析 的 log ( )p y 及 其 上 界 upL （ 如
( , )

( | ) log
( )

p
p d

q
EUBO  z y

z y z
z 或

( , )
log

( )

1
( )

p

q
q dCUBO




    

 z y

z
z z ）使得无法直接计算 log ( )KL p ELBO y 或其上界
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upKL L ELBO  。为了评估诱导点的影响，本文则通过分解 KL 散度来间接考虑。 

一般的，可以考虑在任意集合 Z上的后验 

           | | , , , | , | | , |m u m m u u m up p p p p p d d d d Z y Z f f g g f f y f y g g y g y f f g g

（5.23） 

其中 Z可以被看作 z的广义形式，或是在没有已知点位置的预测形式。假设 mf 和

ug 分别是 f 和 g的充分统计量，即有    | , , , | ,m u m up pZ f f g g Z f g 。则近似

后验可以写为 

                  | , | |m u m m u u m uq p p q p q d d d d Z Z f g f f f g g g f f g g  （5.24） 

其中    | , |m mp pf f y f f 可被理解为图模型中使用 y推断 mf 推断 f 的直线

过程，此时给定中间的 mf 有 y与 f 条件独立，同样的有    | , |u up pg g y g g 。

根据后验分布及其近似分布的结构差异，可以将整体的训练分为两部分，即诱导

点的数量是否充分以至于满足充分统计量的假设，和变分参数是否满足

   |m mq pf f y 和    |u uq pg g y 。 

回顾从 fullELBO 到 sparseELBO 的过程，需要训练的部分也多出了关于诱导点

的参数。因此，本文希望使用  log p y 、 fullELBO 和 sparseELBO 来评估相应参数的

作用。首先， sparse fullELBO ELBO 可由 sparseELBO 关于诱导点数量的非严格单调

性得出。 

 

命题 5.1：令  ,m mX f 和  ,u uX g 为相应的诱导点集合，其中  表示相应数

量的诱导点的指示集合，添加任意的诱导点 m n m   或 u n u   将

不会减少 sparseELBO ，其中  1, ,n n  。 

 

证 明 ： 在 添 加 数 据 点 前 ， 最 优 的 后 验 近 似  q z 可 被 写 为

               | | | |m u m u n m m n u u m up p q q p p q q   
 f f g g f g f f g g f g

，其中    | |m n m mp p f f f f 因为 f 是 mf 的完整版本，对 g 同理。对于 f，

添加 m 个点后有        | | , |n m m m n m m m m m mp q p p
     f f f f f f f f

 mq f ，其中局部最优项    |m m mp qf f f 可被全局最优项  ,m mq f f

替代。同理可得对于 g 的结论，所以添加点诱导点会使 sparseELBO 非严格单调递

增。  

 

至此，我们有  logsparse fullELBO ELBO p  y 。考虑，可以清楚看出同样

有三种不同功能的超参数。具体地， sparseELBO 和 fullELBO 之间的差异由诱导点

主导， fullELBO 和  log p y 之间的差异主要由变分参数主导，而  log p y 的高度

则主要由 GP 超参数决定。给定变分参数与 GP 超参数，为了学习最优的诱导
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点最小化 sparseELBO 与  log p y 间的 KL 散度，等价于最小化 sparseELBO 和 fullELBO

之间的差异。因此， full sparseELBO ELBO 可被当作  log sparseKL p ELBO y 的固

定变分参数的版本，这使得我们给出了一个充分条件使得 full sparseELBO ELBO 很

小。 

 

命题 5.2：令 Tr f f
f nn nnT    K Q ， Tr g g

g nn nnT    K Q ，如果 0f gT T  ，则

0full sparseELBO ELBO  。 

 

证明：固定关于 g 的变量，则可得到 sparseELBO 关于 f 的同方差的版本，当

Tr 0f f
nn nn   K Q 且

f f
nn nnK Q 时有最大值  log | , f

nn g0 y K R 。记
f f
nn nnK Q 表示

矩阵
f f
nn nnK Q 为对称半正定矩阵，因为

f
nnQ 是

f
nnK 的Nystrom表示，故有

f f
nn nnK Q ，

此时 Tr 0f f
nn nn   K Q 可直接得出

f f f
nn nn mm K Q K 。此时固定 f，并且给定

Tr 0g g
nn nn   K Q ，则有 u g    ， u g    ，

g g
nn uuK K ，可以导出结果

         || ||u uKL q p KL q pg g g g 和 g R R。考虑全局最优的条件，因为 f

与 g 是独立的，我们则可以同时满足Tr 0f f
nn nn   K Q 和Tr 0g g

nn nn   K Q 。此时

我们有结果 0full sparseELBO ELBO  ，这也意味着诱导点的数量是足够的。  

5.3 诱导点选择策略	

5.3.1 先验策略 

通常，
f
mmK 包含了

f
nnK 中最大的 m 个特征值，并且

f
mmK 可被直接当作相应

的特征向量，对 g 同理。依此，
f
nnQ 与

g
nnQ 则分别是

f
nnK 与

g
nnK 的最优 m 阶与 u 阶

近似，此时有  1

n f
f i nnm
T 


 K 和  1

n g
g i nnu
T 


 K 。直接分析核矩阵的谱性质

是有吸引力的，因为只需计算相应最大的 m 与 u 个特征值即可，花费

 2 2n m n u ，如使用 PCA。而且在实际应用中，我们通常在训练之前是不知

道最优的核超参数的，并且使用少量的诱导点时会得出局部最优的核超参数可能

它与最优的核超参数相距甚远。幸运的是，可以使用核算子 H 来表示
H
nnK 的极

限 性 质 ， 有 1 n
H H
nnn



 K 。 令  , ,D
HP 为 概 率 空 间 ， 则 核 算 子

   2 2: , , , ,H D D
H HL P L P    定义为 

        ,H H
Hg g k dP   x x x x x  （5.25） 

其中核函数是连续且有界的。此时核算子的特征值与特征函数对可按特征值的大

小 1 2 0    排列为 
1

,j j j
 




。然后考虑核函数的 Mercer-Hilbert 展开，有 

      
1

,H
j j j

i

k   




  x x x x  （5.26） 

这使得 
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  2

1

H H
nn nn j j iii

j h

 


 

    K Q x  （5.27） 

对迹求期望，使用上式求和的形式，有 

    2

1 1
iH j j i j

j h j h

T n n  
 

   

     X x x  （5.28） 

使用马尔科夫不等式，其中概率令为1 H ，则迹的上界可以表示为 

 
1

H j H
j h

T n  


 

   （5.29） 

当核函数为一维 SE 核的时候，令其超参数为  2 2,H H Hv l ，以及输入密度为高

斯 的      20,H H Hp x P x N   ， 则 H 的 第 j 个 特 征 值 可 被 计 算 为
2 12 h

j Hv a AB  ，其中  21 4 Ha v ，  21 2 Hb l ， 2 2c a ab  ，A a b c   ，

B b A 。为了计算迹的上界，则级数可以先计算为 

 
 

2

1

2

1
hH

j
j h

v a
B

B A




 




  （5.30） 

当 n 时，选择  logh n 作为诱导点数量可保证 0HT  。 

对于 D 维情况，不失一般性可以考虑 SEARD 核的各项同性情况，因为特征

值可以使用各向异性情况最短输入尺度与最大输入分布的方差来约束。此时有特

征值   2
2

D j
j a A B  ，其中 j为与 j不同的整数，该等式成立因为 D 维的核函

数与输入分布为其一维的 D 次乘积。使用 Burt 等（2020）[177]中的命题 21，可

以得到 

   1

1

exp D
j

j h

h h 


 

    （5.31） 

其中 log 0B    ，且 1Dh D D   。类似的，当 n 可选择  logDh n

使得迹 HT 足够小，即使用  logD n 个诱导点对于 VSHGP 是足够的。 

5.3.2 后验策略 

然而在实际应用中，先验策略只能提供一个大致的选取思路，但很难确定一

个真正有效的值以供使用。在本小节中，本文提出了一个后验的贪婪 EM 算法，

以便于在观测到数据之后选择诱导点的数量及其位置。 

算法 5.1 描述了如何使用命题 5.2 来迭代地选择诱导点。该算法基于

(D)VSHGP 模型的多阶段推断，在 E 步时添加诱导点，在 M 步时更新超参数。

虽然变分法能够保证连续的收敛性，但该多阶段推断问题因为超参数与诱导点的

变化所以是非凸的。因此，重新初始化步骤被添加与 E 步与 M 步之间，防止超

参数落入局部最优。最后考虑用户自定义的终止条件。令 为 sparseELBO
的数

量级，一个建议是将终止条件与该数量级挂钩，如使用    3m u       。至
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此，用于 VSHGP 的算法 5.1 已介绍完毕，接下来则介绍 3 个将算法 5.1 应用于

DVSHGP 的注意事项。（a）相同的 m 和 u 对于每个子模型而言是不合理的，

因为数据子集越大时需要的诱导点越多，如对第 k 个子模型令 0.2k km n   。（b）

对于每个子模型而言，计算迹时的花费可由     2 22 2n m m n u u     削减到

    2 22 2
k kn m m n u u     。（c）什么时候可以为每个子模型设置早停标准以

加速运算呢？实际上我们很难为一个子模型选择一个合适的 k ，因为数据量与

数据模型都会影响该结果。但我们可以尝试着使用迹
i
fT 和

i
gT 设置早停，如每个

子模型满足  
1

min 1
kni

f i
T


 和  

1
min 1

kni
g i
T


 时停止添加点。 

算法 5.1  贪婪选择诱导点的 EM 算法伪代码 

 

5.4 数值实验	

本节内容主要关注算法 5.1 应用于 VSHGP 与 DVSHGP 的有效性与高效性。
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这些实验主要基于（i）(D)VSHGP 的预测能力与诱导点数量的关系，（ii）算法

5.1 的细节导致其对结果的影响。 

本文使用GPML工具箱及出版文章中的代码27实现(D)VSHGP、(D)VSHGPEM、

(D)VHGP及一些分布式GP模型，环境为 8GB RAM和 3.4GHz四核的个人电脑。

所有核函数使用的是 SEARD 核，并且遵循 Liu 等（2021）[70]的超参数初始化过

程。对于现实数据集，输入与输出都加以标准化至均值为零、方差为一。最后，

SMSE 与 MSLL 被用于评估模型的预测结果，其值越小说明模型结果越好。 

5.4.1 玩具数据集 

为了可视化诱导点的作用，本文使用 Liu 等（2021）[70]已使用过的 1 维函数 

    sincy x x   ，  10,10x   （5.32） 

其中异方差噪声有   20, x  ，       0.20.05 0.2 1 sin 2 1 xx x e
    。

训练数据与测试数据随机从上式中抽样得。首先，VSHGP 的 CGD 算法使用了

最大 200 步迭代，即 200  ，并且两个模型分别使用了 m=u=12 和 m=u=25。图

5.1 说明太少的数据点并不能总结整个数据集的所有信息。虽说 12 个诱导点已经

足够模拟变化不大的真实值函数 f，但是比较明显能看出 12 个诱导点并无法满足

模拟快速变化的噪声的需要。极端情况下，当诱导点数量过少时，HGP 会退化

为 GP。 

 

图 5.1  两个使用不同数量诱导点的 VSHGP 模型在玩具数据集上的表现。子图 1和子图 2

分别表示使用诱导点数量为 m=u=12 和 m=u=25 的模型结果，其中关于 f 的诱导点位置为上方

的圆圈，关于 g 的诱导点位置为下方的方块。子图 a-c 分别表示 y、f、g 的预测结果。 

                                                              
27  https://github.com/LiuHaiTao01 
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为了显示算法 5.1 作用于具有很少的初始诱导点的情况是有效的，对于该玩

具模型，本文令 1m u m u      ，并设置 EM 算法的迭代次数为 25 次，中间

使用的 CGD 算法有最大迭代次数 100  。图 2 则显示了根据迹添加诱导点并且

使用重新初始化步骤是可行的。从图 5.2(1-a)中可以看出，当我们根据最大化 fT

与 gT 选择诱导点是无效的，可以看出关于噪声的诱导点聚集在一起，并未起到

总结全体数据集的作用。从图 5.2(1-b)可以看出，根据该策略添加诱导点的方式，

难以实现从同方差到异方差的跨越。图 5.2(2-a)则看出，虽然诱导点的分布是均

匀的，但还是难以实现同方差到异方差的跨越，因为在初始的 EM 算法迭代过程

中，GP 超参数已经适应了同方差的设定，陷入了局部最优解当中，即我们所知

对数边际似然是非凸的。这就需要如重新初始化GP超参数的步骤来规避该问题，

但方法不是唯一的，且重新初始化也会造成一些问题，即 EM 算法中每个迭代需

要花大量的时间训练这些超参数，并且当诱导点过多而 CGD 迭代次数过少时很

容易导致添加点后的模型没有添加点前的好。 

 

图 5.2  算法 5.1 的细节对玩具数据集上应用的影响。子图 1 显示的是选择诱导点步骤的影

响，子图 2显示的是重新初始化 GP 参数的影响。诱导点的位置在子图 a 当中显示，每次迭

代的时候 ELBO 的改变在子图 b 中显示。注：作为对比的 VSHGP 模型可参考图 5.1 的子图 a。 

最后，为了探索具体的停止标准对结果的影响，本文将 EM 算法迭代的上

限提升到了 50 次，并且选用四个不同的停止标准 1  、 2  、 3  、 4  。

毫无疑问的是，停止标准设置的过大时，添加诱导点的过程会过早停止，以至于

EM 算法并不能达到很好的效果。而对于简单的问题来说，将停止标准设置的很

小时，也不会出现需要过多迭代但对模型提升不大的情况。实验结果可由图 5.3
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看到，至少一个小的停止标准可以使 EM 算法将 VSHGPEM 还原为 VSHGP，且

该实验并未显示过小的停止标准会使算法 5.3 产生添加多余诱导点的操作。 

 

图 5.3  根据不同的停止准则，EM 算法在玩具数据集上停止时的迭代步数 

5.4.2 蛋白质数据集 

本节主要说明一些算法 5.1 应用于真实数据集时的细节，以 9 维的蛋白质的

理化性质数据集[152]为例。首先，随机将数据集分为 36584 个训练样本及 9146 个

测试样本。对于本章中 DVSHGP 的比较，使用了 100 个子模型，即 100M  。 

 

图 5.4  DVSHGPEM模型和有着不同诱导点数量的 DVSHGP 模型在 ELBO 上的比较结果 

图 5.4 和 5.5 则说明了 EM 算法在真实数据集也是有效的，其中本文设置了

10m u m u      。图 5.4 显示了 EM 算法能够通过添加诱导点的方式基本还

原直接训练 DVSHGP 模型的 ELBO。从图 5.5 可以看出，当诱导点数量从 10 上

升到 150 时，模型有了显著的提升，并且时间花费是较小的。而当诱导点数量从

150 上升到 250 时，则需要有所考虑，因为模型虽然都在 SMSE 与 MSLL 上有所

提升，但是增加的时间是非线性的。当诱导点数量从 250 提升到 500 时是不太值
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得的，因为此时过多的诱导点使得模型更加关注噪声，而忽略了真实值函数的拟

合。 

 

图 5.5  DVSHGPEM模型和有着不同诱导点数量的 DVSHGP 模型在预测精度上的比较结果 

因此，选择一个合适的早停标准可以平衡模型的花费与精度，虽然如何选择

这个标准是灵活的。表 5.1 显示，当选择 2   时，可以很好的平衡时间与精

度上的问题。本节之后部分则使用该标准进行应用。比较添加诱导点的策略，是

否必须使用重新初始化步骤需要进一步研究，因为重新初始化很有可能导致模型

在训练的过程中关于 GP 的超参数得不到充分的训练。图 5.6 则显示了使用重新

初始化步骤会使得 EM 算法更加稳定。 

表 5.1  在蛋白质数据集上，不同停止标准对 DVSHGPEM结果的影响 

   t（总迭代次数） SMSE MSLL 时间（秒） ELBO 

1    3 0.4395 -0.4200 290.1 -38199.20 

2    18 0.3607 -0.5728 5375.1 -34456.02 

3    50 0.4010 -0.6195 71726.0 -33209.95 

 

 

图 5.6  是否使用初始化 GP 超参数步骤对 DVSHGPEM在蛋白质数据集上应用的影响 
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最后，我们考虑对于真实值函数与噪声有着不同数量诱导点的 DVSHGP 模

型，结果由图 5.7 表示。将 f 和 g 的部分分开，可以很明显的看出蛋白质数据集

的特点，即只需少量的诱导点如 u=50 去模拟变化不大的噪声，而需要大量的诱

导点去捕捉快速变化的真实值函数。这同样暗示着，分别考虑 f 和 g 的诱导点可

以加快迭代与推断，如对该数据集使用设置 m=u=50、 10m  、 0u  。注意

0u  的结果与 10m  、 10u  的结果不同主要原因是限制了 2   ，因为

两者在每次迭代时添加的诱导点数量不同。 

 

图 5.7  蛋白质数据集上的结果，DVSHGP 模型使用了不同数量的诱导点有m u ，DVSHGPEM

模型在每次迭代时对于 f 和 g 添加了不同数量的诱导点有 m u   。 

5.4.3 现实数据集 

本节主要通过四个不同特点的现实数据集研究了算法 5.1 的一些性质，其中

早停标准使用 3   。5 维的翼型数据集 Airfoil[180]，其输出是按比例缩放的

声压级，涉及不同风洞速度和迎角下的各种尺寸的 NACA0012 翼型，具有 1503

个数据点28。第二个是具有 9568 个实例的 4 维 CCPP 数据集[181][182]，这些数据集

是从联合循环发电厂收集了 6 年，以预测每小时的净电能输出。GTCO[183]作为

第三个数据集，具有 11 个传感器测量值的 36733 个数据点，这些数据点来自燃

气轮机，用于调查烟气排放的 CO。最后的 21 维数据集 SARCOS[9]与机械臂的逆

动力学问题相关，它有 44,484 个训练点和 4,449 个测试点。其中 Airfoil 数据集

和CCPP数据集按 8：2随机划分训练集与测试集，即分别有 1203/300和 7655/1913

个样本。对于 GTCO，本文遵循用户协议，使用前 22191 个样本作为训练集，后

14542 个样本作为测试集。作为比较，本文使用了不同的聚合 GP 作为比较——

GPoE、RBCM、GRBCM、GPoGRBCM，其中 CGD 的迭代上限设为 25  。为

了表现聚合 GP 的能力，GPoE 和 GPoGRBCM 的第一层使用随机分区，RBCM、

                                                              
28  因为本章的模型不仅考虑了大数据，还考虑了异方差，所以在非大型数据集上测试是必要的。 
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GRBCM 和 GPoGRBCM 的第二层使用聚类算法分区。每个模型在每个数据集上

分别运行 5 次，其结果如图 5.8 所示。 

 

图 5.8  DVSHGPEM与其他模型在四个真实数据集上的对比结果 

（1）Airfoil 数据集：在对比中，为 GPoGRBCM 设置 2 2M   ，为其他模

型设置 5M  ，即每个数据子集约有样本 0 240n  ，为 DVSHGP 设置 50m u  且

CGD 最大迭代次数为 100  。对于 DVSHGP_EM 模型，我们设置初始化

1m u m u      ，并且 EM 的迭代上限为 T=150 次。图 5.8 则显示了添加诱

导点的方法以及停止标准的有效性。在 EM 算法停止时，DVSHGP_EM 的每个

子模型约拥有 77 个诱导点，对比模型可以看出，诱导点的数量从 50 上升到 77

时，无论在 SMSE 还是 MSLL 上都有提升，而从 77 上升到 240 时，模型的预测

能力提升不大。但整体上而言，DVHGP 仅花费了32.5 5.2s 得到了几乎最优的

结果，一般不需要使用 DVSHGPEM。 

（2）CCPP 数据集：在对比中，为 GPoGRBCM 设置为 5 5M   ，为其他模

型设置 25M  ，即每个数据子集约有样本 0 306n  ，为 DVSHGP 设置 50m u 

且 CGD 最大迭代次数为 80  。对于 DVSHGP_EM 模型，我们设置初始化

50m u  、 10m u    ，并且 EM 的迭代上限为 T=25 次。注 DVSHGP 花费

30.9 1.4s ，DVSHGP_EM 花费53.8 19.4s ，DVHGP 花费193.4 32.5s 。这说明

了，当初始化的诱导点个数已经足够总结数据集的时候，EM 算法并不会使时间

花费多出非常多，而是在可接受的范围。 

（3）GTCO 数据集：在对比中，为 GPoGRBCM 设置为 7 10M   ，为其他

模型设置 70M  ，即每个数据子集约有样本 0 317n  ，为 DVSHGP 设置
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50m u  且 CGD 最大迭代次数为 30  。对于 DVSHGP_EM 模型，我们设置

初始化 50m u  、 10m u    ，并且 EM 的迭代上限为 T=10 次。图 5.8 说明

DVSHGP_EM 花费45.6 2.9s 取得了 HGP 中最优的结果，而不使用稀疏近似的

DVHGP 则花费了359.9 88.9s 。此外，GPoE 和 GPoGRBCM 在这个数据集中取

得了优秀的结果，说明了这个数据集本身的异方差性不显著，使用聚类分区的其

他模型过度注重了局部的趋势。 

（4）SARCOS 数据集：在对比中，为 GPoGRBCM 设置为 10 15M   ，为

其他模型设置 150M  ，即每个数据子集约有样本 0 297n  ，为 DVSHGP 设置

80m u  且 CGD 最大迭代次数为 30  。对于 DVSHGP_EM 模型，我们设置

初始化 80m u  、 20m u    ，并且 EM 的迭代上限为 T=10 次。图 5.8 暗示

了DVSHGP_EM可以作为DVHGP的优良替代品，其中DVSHGP花费81.2 1.7s ，

DVSHGP_EM 花费221.1 91.7s ，DVHGP 则花费1131.4 124.4s 。对于该数据集，

GPoE 与 GRBCM 表现相对不错，说明数据集的异方差性较弱。而 DVSHGP 超

出 DVSHGP_EM 比较大一部分，说明在添加诱导点的时候，可以考虑多拟合真

实值函数 f，如使用 30m  和 10u  。 

5.5 结论与讨论	

为了探寻对于 HGP 而言，需要多少个诱导点这个问题，本文主要基于

(D)VSHGP 的 ELBO，拓展了先验策略与后验策略以供诱导点数量的选择。先验

策略则提供一个清晰的诱导点数量 m 关于样本数量 n 的关系。后验策略则通过

EM 算法一步一步迭代，以不断添加诱导点的方式以至期望精度。然而，两种策

略都存在一些潜在的问题。对于先验策略，在训练之前很难得到正确的核函数参

数，以至于难以得到精确的诱导点数量的点估计。对于后验策略，如果我们将 m、

u、 m 、 u 设置得过小，在数据特征变化非常快速的情况，难以完成局部最优

到全局最优的跨越。另外，当数据集具有大数据、高维等特征时，重新初始化的

步骤也在实际应用中存在局限性，因为此时每次迭代中训练超参数时需要花费大

量的步数，而步数不足时则容易出现本次结果不如前一次的情况。 
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6 讨论与展望 

MacKay（1998）[184]曾经提问道：“高斯过程怎样才有可能取代神经网络？

我们把婴儿连同洗澡水一起倒掉了吗？29”当然，这是在当时的背景下，研究人

员对于神经网络的使用还未构建出原则性的框架，如：如何设计网络结构、如何

选择激活函数等。如今，也有众多工作解决上述疑惑，如 Auto Machine Learning。

但回顾该问题总归是有好处的，并且伴随着体会到神经网络在工业界被广泛应用，

而高斯过程模型相对地仅在学术界被广泛地关注，思考高斯过程到底能为神经网

络带来什么样的好处？现已知广泛的神经网络结构已经能满足多种工业场景的

需求了。或者，若是提供预测的不确定性，则贝叶斯网络也可以满足需求；若是

需要通过有表现力的核函数来自主识别数据的结构特征，使用带正则项的回归模

型是否可行；使用其他的随机过程替代除了在推断方法是否有其他的影响？当然

这是在结合高斯过程与神经网络的基础上提问的，并没有其中一个模型被抛弃，

一个典型的想法便是结合两者，并扬长避短。并且无法否认的是，将两者结合依

旧是一块活跃的研究领域。 

那么如何改进模型呢？对于模型的研究，一方面可以从理解模型入手，如上

海交通大学的许志钦老师尝试理解神经网络是如何学习的，得到了学习的“频率

准则”。该方面所需的实践相对较少，所需的反馈从数值实验即可得到结果。另

一方面，可以从模型的改进方向入手，如处理计算机视觉方面的问题而导出卷积

神经网络、解决自然语言处理方面导出循环神经网络。对于第一方面，本人当前

的目光仅局限于如果将高斯过程回归模型应用于大数据，即对模型本身的表现能

力无任何影响，而对于模型的改进认知，也仅局限于非平稳性、异方差性，或是

初始超参数的影响[185]，以及核函数的选取[186]等，与神经网络模型的改进相比似

乎是微不足道的。当然，该方面认知的局限性可能是由数学水平不足造成的，若

学习更多随机过程的性质，并使理解上升到泛函层面，可能会有新的研究方向。

对于第二方面，理论方面的创新是优美的，但将目光局限于理论同样会抑制理论

创新，反而有时从应用中得到的反馈更具启发意义，如一些启发式算法，以及洛

伦兹发现混沌的经历，所以需将模型与应用领域或者目标结合。 

神经网络本身即是模拟神经系统的产物，但其还原神经系统的能力还稍显不

足，那么是否可将高斯过程与神经网络结合，用来描述神经系统呢？一个简单但

                                                              
29  原文为：How can Gaussian processes possibly replace neural networks? Have we thrown the baby 

out with the bathwater? 
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新颖的结合方法可以参考神经元高斯过程[43]。但是，本人并未清楚赋予机器学习

模型生物学习能力的优越性何在，如脉冲神经网络，也不清楚使用神经元高斯过

程是否足够表达神经元乃至神经系统的复杂性。在此之上，本人也未理清复杂系

统的分析范式，即如何将系统还原到小单位局部分析，而在整体分析时附加非线

性影响，同时也未具备展望人工智能发展方向的能力。但这些问题的答案，作者

期望能在将高斯过程与神经网络的结合体应用于神经系统领域的过程中得到。 

对于复杂系统的描述，鉴于 2021 年诺贝尔物理学奖表彰“理解复杂物理系

统”方面的贡献，物理领域的研究方法值得借鉴。对于人工智能的展望，可从需

求端着手，即需要满足怎样的内容，然后层层递推回如何改进模型。但从推崇非

监督学习而不是监督学习来表现智能的观察来看，局限于现有统计模型框架研究

可能并不能满足“智能”的需求。 
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